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ETUDES EXP^MBNTALES DESTINIES A C0NTr6lBR LBS TfiiOR^ES PRiC^DBlUlENT £tABLIS. 



38. DaDsles deux premieres Parties du present M6moire, un certain 
nombre de theoremes geometriques assez simples, relatifs a la marche 
des rayons lumineux a travers un prisme, ont ete etablis independam- 
ment de toute connaissance sur la surface d'onde dans le milieu consi- 
dere. Dans ce qui va suivre, on va voir I'application de ces theoremes 
a Tetude de la marche de la lumiere k travers des prismes formes de 
diverses substances cristallisees qui se pretent utilement a ce genre 
d'observations : les determinations numeriques qui s'y rencontrent jus- 
tifient de tout point Inexactitude de ces propositions; en outre, elles 



(*) Toir a«S6rie, t. I, p. a3i. 
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a'pportent ,un certain nombre de v^rificatiODS tr^s-precises relatives 
a la surface d'onde des milieux a un axe optique, d^couverte ou plutot 
devinee par Huyghens. 

39. Les experiences ont el6 faites, pour la plupart, avec des prismes 
de spath d'lslande, substance qui se recommande sp^cialement, pour 
ce genre d'etudes, parson homogeneite, sa transparence, la perfection 
g^ometrique de ses clivages et T^nergie de sa double refraction; le seul 
reproche qu'on puisse adresser k ce cristal est son peu de durete, qui 
rend tres-difBcile la taille de faces artificielles aussi planes que la preci- 
sion des mesures I'exigerait. Toutes ces conditions sont necessaires pour 
que les verifications numeriques aient une valeur effective. En general, 
les substances que la nature nous offre en beaux cristaux transparents, 
le spath d'Islande excepte, onttoujoursquelqued^faut grave qui les fait 
rejeter; par exemple, le quartz, la topaze, I'orthose, la baryte sulfatee 
sont trop peu birefringentes pour qu*on puisse les employer utilement 
a de semblables observations. L'aragonite serait tres-interessante a etu- 
dier, k cause de sa birefringence avec deux axes optiques; mais elle a 
deux defauts : le premier, de ne presenter aucun repere cristallogra- 
phique precis pour I'orientation des sections, car les facettes planes et 
polies sont rares et les clivages peu marques; le second, de differer 
trop peu d'un cristal k un seul axe optique; son emploi introduirait 
toutes les complications des cristaux a deux axes, sans apporter le be- 
nefice des controles th^oriques relatifs a cette complexite de constitu- 
tion. Parmi les cristaux arlificiels, Tazotate de sonde se recommande 
par une birefringence ^norme et une facilite de clivage rhomboe- 
drique remarquable; mais il est encore plus mou que le spath d'ls- 
lande et de plus un peu deliquescent, de sorte que la taille de faces 
artificielles suffisamment planes est k peu pr^s impossible; on pent 
n^anmoins utiliser^ comme on le verra plus loin, la refraction du rayon 
extraordinaire a travers Tangle aigu de deux clivages, et en deduire 
une verification interessante. Le soufre cristallise dans le sulfure de 
carbone devra aussi donner des resultats importants, car il est biaxe; 
mais la taille en estegalement tres-difficile ; aussi son etude a-t-elle 
du etre remise a une epoque oil Ton disposerait d'echantillons de 
transparence suffisante et convenablement tailles. 



SUIVAWT UWE LOl QUELCONQUE. 3 

40. Le spath d'lslande offre encore ud avantage : e'est la Constance 
de ses proprietes optiques; tous les echantillons limpides et a clivages 
bien reguliers presentent la double refraction k un seul axe optique 
avec des indices de refraction principaux si bien definis, que les deter- 
minations faites par un grand nombre de physiciens sont presque iden- 
tiques. 

Cette homogeneite optique est precieuse dans les eludes pr^sentes, 
non-seulement parce qu'elle est une condition necessaire a I'application 
des principes adoptes, mais parce qu'elle perinet un systeme de verifi- 
cations sur lesquelles on ne pourrait pas compter si la substance refrin- 
gente presentait une structure optiquement. irregulifere. En effet, il ne 
s'agit pas seulementd'appliquer aux donnees numeriques de Tobserva- 
tion des formules qui permettent d'affirmer que, dans Tinterieur du 
milieu, les ondes lumineuses se comportent de telle ou telle maniere : 
il faut montrer qu'il en est reellement ainsi; il est done necessaire de 
se menager un moyen de connaitre la marche de ces ondes par une me- 
thode toift a fait independante. C'est justement ce que permet la con- 
naissance de la surface de Tondelumineuse dans les cristaux k un axe 
optique. Ces etudes ont done le double avantage de verifier les proposi- 
tions geometriques tres-generales relatives a la propagation des ondes, 
et en meme temps de controler Inexactitude de la surface d'onde des 
uniaxes. 

41. Ces considerations font comprendre la marche suivie, dans cette 
troisieme Partie, pour Texpose des observations et des calculs qui en 
derivent. Chaque serie de mesures donne lieu a deux series de calculs : 
la premiere est rapplicalion des theoremes generaux exposes prece- 
demment, independants de la connaissance de la surface d'onde lumi- 
neuse; la seconde est, au contraire, la determination theorique des 
memes elements, en partant de Tellipsoide d'Huyghens defini par les 
indices mesures par Rudberg. 

Les verifications numeriques constitueront done un controle de 
Texactitude, non-seulement des formules nouvelles, mais encore de 
Tellipsoide d'Huyghens. 



4 REFRACTION A TRAVERS UN PRISME 

PREMIERE SERIE D'OBSERVATIONS. 

DfiTBRMINATIOM DES fiL^IIBNTS GfiOMfiTRIQUES D*CNB ONDB RfiPRACTfiB PAR UN PRISME 

GORRBSPONDANT AU MINIMUM DB D^YIATION. 

42. Choix duprisme. — Pour la s6rie d' experiences faites en vue de 
verifier les theoremes dans leur g^neralit^, on a choisi un prisme de 
spath d'Islande k faces artificielles; I'orientation a 6te determinee par 
les trois conditions suivantes : 

i^ L'onde refractee interieure correspondant au minimum de devia- 
tion devra, comme onde suivant la loi extraordinaire ^ differer, autant 
qu'il sera possible, d'une onde suivant la loi ordinaire et avoir le moins 
possible d'elements de symetrie communs avec les faces du prisme, afin 
d'accentuer la divergence entre les phenomfenes que produisent ces 
deux esp^ces d'ondes. 

2^ L'orientation cristallographique de I'onde devra £tre facile a 
definir (* ). 



(* ) On a profit^ de la connaissance de la surface de Tonde extraordinaire du spath d'Islande 
pour satisfaire k ces conditions. Eneffet, les ondesqui diffi^rent le plus d*une onde suivant la 
loi ordinaire sent celles pour lesquelles la direction lumineuse efficace fait Tangle le plus grand 
avec la normale k I'onde. L'axe du rhomboedre ou axe optique 6tant un axe de revolution, 
11 suffit de rechercher, dans une section m^ridienne quelconque de rellipsoYde, la tangente a 
Tellipse qui fait le plus grand angle avec le rayon vecteur du point de contact. 

Soient (fig, \o) a le demi-axe de revolution de rellipsoide; b Taxe Equatorial; u Tangle 

Fig. 10. 




que fait la perpendiculaire k la tangente avec Taxe optique. 
Udquation de la tangente k Tellipse sera 

X cosoi -+- J' sinw = ;? = v'a'cos'w -+- 6' sin'u ; 
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3° Le3 faces seroat iaclin^es a 60 de^res, cet angle ^taot commode 
pour la mesure de la deviatioD et des incidences. 

Voici la figure representant la coupe du prisme adopte, taille dans 
un rhombotde de spath d'Islaade [fig. 1 1). 



ABgC, BaCoB, Ca A' est leparalleUpip^de de clivage choisi ; les faces arli- 
ficielles MM' el NN' font respectivemeot des angles de 3o degres avec 

sa d^riv^ par rapport k u doDiie I'equalion d'uQe droits passanl par le point do contact H 

(fl*— i'lsinwcosw 
— *8in»-H_j-cos»= — ^ ; 

les valeare de x et /, conununes A ces deux Equations, sent les coordonn£es du point U. 
Posant 

lang«'= ^, 

et divisant membre k membre lea deux ^uationa, il vient 

( n' — ^'jsinucoSM 



-^»^in«- 


-JC09W 


' 


cos» + 


/sin. 


Uiig»- 


WnK»' 


= laiig(«- 


1 + taogu tangw' 



on en dMoirait auasi 

b' 
tang«'= -, tangu. 

Le nuximum de to — w' g'obUendra en ^galant \ ikta la dernidre expression de tang [u — 
prise par rapport ft langu 

(o'-i-flang'M)(a' — 6') — (a' — A')tangMa6'lai^N = o, i'taAg'u^a', 
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les faces AG2B1C0, A'BoGiB,, et soDt toutes deux parallMes a Tarete 
ACoOu B.Ca ouBoA'. 

De cette nianiere I'axe du rhombobdre est oriente d'une manifere quel- 
conque par rapport au prisme, de sorte qu'il n'y a aucun element de 
symetrie commun entre le prisme et le cristal. 

Pour eviter des confusions, on a donne un nom k chaque face du 
cristal. 

Les trois faces rhomboedriques adjacentes au sommet obtus A sont 
Rot R|» Ra; les trois autres, qui leur sont respectivement paralleles, 
sont R'o, R\, Rj. 

Les faces artificielles sont designees par M et N. 






tang'w = ^, tang»=ib^, tang 
La valeur correspondante de &> — o>' 



[a' — 0') 

tang(w — w') — 



fl' -h a^ inb 

Rappelant que les indices de refraction sont les inverses des demi-axes 

_ wj ~ /?J /?, indice extraordinaire, 

ng^w — w j — -j~— ' „ indice ordinaire, 

on voit ainsi que les ondes qui satisfont ^ la question correspondent aux deux diam^tres 
conjugu^ ^aux de Tellipse m^ridienne. Substituant les valours de /i^, /?„ de Rudbei^ cor- 
respondant k la raie D [voir plus loin, p. 29], il vient 






Ge calcul proliminaire montre que, dans le spath dlslande, la normale 4 Fonde extraordi- 
naire fait, avec la direction lumineuse efTicace, un angle qui atteint presque G^'iG', et, comme 
cet angle est un maximum, les ondes voisines ne s'^carteront done pas beaucoup de ces con- 
ditions. Quant k la direction de ces ondes, leur normale fait ifti angle d'environ 4^ degr^ 
avec Taxe optique. 

Pratiquement voici comment, enparlant de ces donnas, ona construitle prisme : on a re- 
marqu^ que les faces de clivage du rhombo6dre de spath faisaient avec son axe un angle 
de 44^*37', tr^s-voisin de la direction des ondes qu'on vient de d^finir ; il en r^ulte qu*une onde 
qui se propagerait dans le cristal parall^lement a une face du rhombo6dre jouirait sensible- 
ment de la propriety en question. On a done pris pour plan bissecteur du prisme un plan 
de clivage; on 6tait ainsi assure que Tonde r^fract^e serait tr6s-voisine de la direction voulue. 
Quant iVardtedu prisme, elle a^t^ choisie parall^le k une des ardtesdu rhomboMre formant 
rhexagone gauche autour de I'axe. 
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D'apr^ les conventioas etablies dans le premier Memoire (p. 337), 
Tangle d'iacidence sur la face M sera designe par e, sur la face N par e*. 
La bissectrice interieure de la section droite du prisme sera I'axe 
deso;,..., comme il est indiquc {Jig. 13). 



Observations fakes avec le prisme de spath (Vlslantie. 

43. Ce prisme etait place sur la plate-forme d'ua excellcDt gonio- 
m^tre de Babinet, constrult par MM. Brunoer fr^res; il a aervi ii faire 
quatre series d'observations; oq determinait 

i" L'aogle du prisme; 

a° Les deviations minimum du rayoa extraordinaire ; 

3° Les incidences correspondant a ce minimum, incidences qui ne 
sont pas egales, comme on I'a d^montre precedemment, n" 24 ( p. a5a); 

4° L'inclinaisoD de I'image de la fente verlicale du collimateur 
aprfes refraction. 

Dans toutes ces observations, on employait la lumifere monochro- 
matique trbs^intense, produite par la flamme d'un brOleur a gaz (ou 
d'un jet d'hydrog^ne pur] dans laquelle sont places une spirale de pla- 
tine et du sel maria fondu. Les deux premieres determinations s'eBec* 
tuaient suivant la methode ordinaire; on observait la reflexion des 
rayons du collimateur sur les deux faces du prisme fixe invariablement : 
la difference des lectures donnait le double de Tanglo du prisme; de 



o mEWKAcnom a imAvjcms rv paishe 

m^e, b refrictioD a droite, puis a gaoclie, foumissait le double de la 
deriatioD mioimom. 

La deterfDinalioD de riDeidenee, eorrespondant aa miDimom de de- 
TiatioD, est uo pea moins facile a faire : la premiere melhode eonsiste 
a amener arec beaocoop de soio le prisme ao miDimQin de deviation et 
a lire razimot do raTOo refracte et reloi do raTon reflecbi sur la face 
d'iocidence; rioeertitade que comporte Decessairement la position do 
prisme oblige a repeter Tobsenration on assez grand nombre de fois : 
la difference des leclores donne eridemment {Jig. i3} no angle defi- 
nitif H. 

ffif. i3. n^. i\. 





En recommenfaot la meme serie d'operations sor Taotre face, on ob* 
tient on aotre angle H' ^^g. i4}- 

Ces deox determinations secootrolent mutuellement et permettent, jus- 
qu*a on certain point, d'assigner Tapproximation do resultat final, qui 
est la valenr « — ^. 

Ed effet, on a dans tons les eas 

A -f- D =r e -^ <?'; 
ftobstituant la yaleor de D dans les valeurs deH et H', il Tient 

H -r-A = r~e'— e, 
W'^-k — r.-^e -if, 

d'oii 
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de sorte que la somme de H + H' et du double de Tangle du prisme doit 
Stre egale ^ a ;r. Si cette condition n'est pas satisfaite» le demi-exces sur 
2;r mesure Terreur k craindre, c'est-Ji-dire Tapproximation qu'on pent 
esperer des mesures. 

Une seconde marcbe plus laborieuse, mais aussi plus exacte» a et^ 
egalement employee; elle est calquee sur celle qu'a imaginee Despretz 
pour determiner la temperature du maximum de densite de Teau; elle 
consiste k observer le minimum de deviation et les doubles incidences 
qui correspondent k deux deviations tres-voisines de ce minimum. Si 
Ton se represente graphiquement (y?^. i5) les deviations c^, e^, i" en 

Fig. I 5. 








abscisses et les incidences i, i\ ^ i^ , i\ , i\ correspondantes en ordonn^es, 
on construira la conique osculatrice de la courbe i = f ($), definie par 
ces quatre points et par une tangente; il est inutile de construire cette 
conique, mais on obtiendra le point de contact en joignant les milieux 
des deux cordes paralleles. Une simple proportion permet done de 
calculer Tordonnee du point cherche ; ce point definit I'incidence i, 
correspondant au minimum de deviation (t^oirplus Join, n^ 48). 

44. L'observation de l*inclinaison de Timage de la fente a ^te faite 
de deux manieres. II eut ete plus commode d'avoir un micrometre 
semblable a ceux que les astronomes emploient au foyer des lunettes 
^quatoriales, c'est-a-dire portant un fil mobile entraine par I'alidade 
d'un cercle divise, normal a Taxe optique de Tinstrument. Le gonio- 
mMre dont on faisait usage ne portant pas une semblable pi^ce, on a 
dA utiliser d'autres moyens de mesure : on a profile de ce que la lu- 
nette etait mobile autour de deux colliers concentriques a son axe 
3ptique. Dans le premier mode op^ratoire, on amenait le fil vertical de 
a lunette k coincider avec I'image de la fente, par une rotation conve- 

AnruUts de I'^cole NornuUe, a* S4rie. Tome III. 2 



lO Rl^FRAGTlOir A TR AVERS UN PRISME 

nable de la lunette autour de ses colliers; pour evaluer cette inclinai- 
soD, on en mesurait la tangente trigonometrique en ramenant la lunette 
dans Talignement du collimateur ; on mesurait alors la hauteur angu- 
laire apparentede la fente verticale avec le fil devenu oblique; le quo- 
tient de cette lecture, par fa valeur de la hauteur angulaire reelle dela 
fente, mesur^e pr^alablement, donriait la tangente trigonometrique de 
Tangle cherch^. 

Ce proc^de fort simple s'appliquerait k toutes les lunettes dont le 
tirage portant le reticule pourrait tourner autour de son axe de 
figure. L'autre mode operatoire a consiste ^ fixer sur la monture 
de la lunette un petit miroir permettant de mesurer la rotation au- 
tour des colliers, k Taide d'une lunette auxiliaire et d'une ^chelle 
divisee; on faisait deux lectures : d'abord en fixant le zero, c*est- 
a-dire Tazimut de la lunette, lorsque le fil vertical co'incidait avec 
rimage directe de la fente du collimateur; puis en ramenant dans cette 
meme direction la lunette, apr^s I'avoir tournee de Tangle convenable 
par la mise en coincidence du fil avec Timage de la fente; les deux 
lectures de Techelle divisee fournissaient les elements de Tangle de 
rotation cherche (*). 

L'exactitude de ces deux operations est subordonnee tout entiere a 
la nettete de Timage de la fente; on ne doit pas choisir une hauteur 
de fente trop considerable parce que Timage refractee serait notablement 
arquee; il fautaussi qu'elle soit fine. C'est la que Timperfection des 
surfaces, les phenom^nes de diffraction dus k la petitesse, k la forme 
et a Tobliquite des faces du prisme jouent un role facheux; car ces 
causes tendent k ^largir Timage optique, k en rendre les bords es- 
tomp^s et meme a la d^former un pen. Pour eliminer cette influence, 

(*) Note sur le reglage de la fente, — II est n^cessaire que la fente du collimateur soit 
bien verticale, c'est-^-dire exactoment perpendiculaire au plan du limbe ou parali^le ^ Taxe 
de rinstrument. Pour obtenir cette condition, on dispose sur la plate-forme centrale une glace 
argentic, et on la r^le k Taide de la lunette (par reflexion normale et retournement), de 
mani^re que son plan soit paralldle k Taxe de Tinstrument. Alors on observe la fente avec 
la lunette, en ayant soin de faire coincider le fil vertical du reticule avec elle sur touto 
sa longueur ; puis on observe Timage r^fl^hie sur la glace : si la fente est bien r4gl^, le 
reticule coincide encore avec Timage, sinon Tangle des deux directions est lo double de I'er- 
reur de verticalit^ de la fente; on peut done la corriger par les moyens de r^lage dont on 
dispose 
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on a repute les mSmes mesures sur le rayon ordinaire et I'on a rap* 
porte I'inclinaison de la fente, vue par refraction extraordinaire, 
non pas a Timage directe, mais a I'image vue par refraction ordi- 
naire; c'est le resultat consign^ dans le tableau suivant, dans la dou- 
zieme serie. Quoi qu'il en soit, dans le cas ou quelque observateur 
voudrait effectuer des mesures analogues, on ne saurait trop lui con- 
seiller de mettre un soin extreme k Texecution des faces du prisme, 
tant au point de vue du poli que de hplanitudef et, a cet effet, de choi- 
sirun prisme de spath ayant des dimensions aussi grandes que possible. 

45. Nous aliens deduire de ces donnees experimentales les trois 
elements geom^triques de Tonde, refractee dans Tinterieur ducristal, 
correspondant au minimum de deviation. 

Ces trois ^l^ments sont» ainsi qu'il a ^t6 dit au n^ 5 (p. :233) : 

i^ La Vitesse suivantla normale a I'onde plane; 

2^ L'angle que fait la direction lumineuse efficace avec cette nor- 
male; 

3® L'orientation du plan parallele k cette normale etau rayon efficace. 

11 faut ajouter k ces trois elements constitutifs de Tonde les ele- 
ments qui defmissent sa position relativement au cristal. Dans les ob- 
servations precedentes, Tonde plane refractee etant, comme les ondes 
^mergentesy parallele a Tarete du prisme, sa position est determin^e 
par sa trace sur la section droite. 

Soit a Tangle que forme la normale k cette onde plane refractee 
avec la bissectrice interieure de la section droite du prisme, suivant 
les conventions du n® 12 {^g. 12). On a (n** 20, p. 247) 

ir r — r' , . 

a = — I J r-hr'rrrA. 

2 1 

Get element de position se calcule par la formule du n^ 35, 



dans laquelle 



langa— cot » 



A + D . A-f-D 

cos sm 

2 2 



fxr^ r— » ^ = 



A .A 

cos— sm — 

2 2 
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Le premier ^lemeDt g^ometrique d^fini plus haut, h savoir la vitesse 
normale de propagation, est I'inverse de Tindice de refraction actuel n; 
il est fourni par Tune ou Tautre des deux formules (lo) du n^ 15, 
(p. a4o) : 



cos cos 

2 2 

n = v :t= V : J 

r — r sin a 

cos 



sin sin 

2 2 

n = UL : = — a J 

^ . r—r' ^ cosa 

sin 



lesquelles se servent mutuellement de contrdle pour le calcul num^- 
rique. 

Les deux autres elements qui serapportent k la direction lumineuse 
efBcace se deduisent tr^s*simplement de la connaissance des coordon- 
n^es a?o, yo» ^o du point de contact de Fonde plane avec la surface 
d*onde. Les formules du n^37 (p. 2167), applicables au cas du minimum 
de deviation, donnent, 

I . e — c' I e — e' cose cose' , 

^• = sin — — -> ^'.^-h-cos > z^ = » /4 . rkx tangy^. 

jtx 2 -^ V 2 • sin(A-+-D) °^* 

La projection du rayon lumineux efficace sur la section droite fait 
avec Taxe des x un angle a', tel que 

langa' = — ; 

la comparaison avec la valeur de tanga montre que 

tanga' = ^tanga. 

Comme verification, il est bon de rappeler la relation du n^ 24 

(p. 253) 

tang' (3= tangatango^. 



dans laquelle j3 = - 



e — e; 
2 
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Le rayon lumioeux fait avec le plan de la section droite un angle x^ 
defini par 

tangx : 



z^cosa' 



On pourrait caleuler aussi en fonction des oco^yo* ^o Tangle ^ de la 
normale d'onde et du rayon efficace ; mais les expressions ne seraient 
pas calculables par logarithmes : aussi est-il plus commode d*employer 
la trigonometrie sph^rique. Les trois directions ci-dessus indiqu^es 
ferment les trois sommets d*un triangle spherique rectangle, k savoir 

OP normale d'onde, 

OF rayon lumineux efBcace, 

OR projection du rayon sur la section droite, 

PR = a-a', ]FPR:=n, 
FR = x, 
FP = ?. 

On conclut facilement 



Fig. i6. 




tangx = 



nz. 



I , ,, cos(a — a') 

- cosfa — a') ' 

n 



relation qui fournit une verification pour x : 

tanfiTx 
cos? = cosxcos(a — a'), et aussi tangQ=: . , — -• 

^ ' ° sm(a — a') 

46. Yoici le resume des observations faites avec ce prisme : le ta- 
bleau comprend quatre colonnes principales qui renferment les obser- 
vations angulaires, k savoir : les mesures relatives k Tangle du prisme, 
k la deviation minimum du rayon extraordinaire et aux incidences cor- 
respondantes. Gomme verifications ulterieures, on y a joint les memes 
mesures relatives au rayon ordinaire : les nombres de la colonne d re- 
presentent la temperature ambiantede Tobservationmesuree par un ther- 
momfetre place le long du coUimateur; les deux autres colonnes com- 
prennent. Tune le r^sultat du controle indique au n^ 43 (p. 9), Tautre 
les observations de Tinclinaison de Timage de la fente du collimateur. 
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47. La concordance de ces observations est tr^s-satisfaisante; on 
pourrait prendre la moyenne de chaque colonne comme point de de- 
part descalculs ulterieurs; mais, comme la variation des Elements avec 
la temperature n'est pas k negliger, il vaut mieux choisir une s6rie 
qui ait et6 faite completement dans les memes circonstances. La meil- 
leure» sous ce rapport, et surtout relativement a la r^gularite des me- 
sures, est celle qui porte le n° 23 ; en efTet, c*est celle qui pr^sente la 
verification indiquee au n^ 43 avec la plus grande approximation, ainsi 
que le montre la colonne intitulee diffdrence^ H 4- H'-h 2A — 2;r. De 
plus, la meme serie d'operations appliquee au rayon ordinaire fournit 
un autre controle; on devrait avoir e'— c = o; I'observation a donne 
c'— 6 = — o®o'26" : ce qui tendrait k prouver que Terreur est nega- 
tive et egale environ k t^", valeur de meme ordre que la moitie de la 
difference H 4- H'-h aA— 2::= I'Si*". 

On adoptera done, pour tous ces motifs, la serie n^ 23. 



Detail des observations. 

48. Le tableau precedent n'indique que le resume des series; celui 
qui va suivre donnera une idee complete des observations avec le detail 
des lectures du cercle et des verniers; c'est la serie n°23, elle fournit 
la valeur des incidences correspondant au minimum de deviation par 
la seconde m^thode du n^ 43. 

Le cercle est divise de o a 36o degres dans le sens des aiguilles d^une 
montre : les divisions representent 5 minutes; les deux verniers per- 
meltent de lire 3 secondes et d'estimer 1"^^. On n'a ecrit que la 
moyenne des deux lectures des verniers, a 180 degres de distance, ce 
qui donne parfois des quarts de seconde. 



1® Observation priliminaire. 



Direction des rayons incidents (zero arbitraire) 
venant du coUimateur 9o°2'2o'',!i5. 

Gette lecture sert de verification pour empecher les erreurs d'inad- 
vertance dans la mesure des doubles deviations. 
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a<> Angle du prisms. 

Arete plac^e du cote du collimateur : les rayons incidents se refle- 
chissent simultan^ment a gauche et k droite, sur les faces M et N; 
^ i2%9. 



Lecture i gauche 
Lecture k droite . 



34' 39' 9'',o 



3" Diviation minimum. 

Operation comme k Tordinaire; Q= i3^»o : 

Deviation hi gauche (incidence 

sur la face M) I33•28'26^25 ) 

Deviation h droite (incidence [ 2D= 86•52'36^75. 

sur la face N) 46«35' 49*^,50 j 

Somme i8o*» 4' ^^"fl^ 

4** Incidences voisines de celle qui correspond au minimum de deviation. 

Reflexion sur la face N. 

La deviation minimum k droite correspondait k I'azimut 46^35'49^5o ; 
on deplace la lunette jusqu'a 46^35'o'', alors la deviation correspond k 
deux positions du prisme; on r^gle soigneusement le prisme dans les 
deux positions qui amenent Timage lumineuse sur le reticule de la 
lunette, placee k 46^35'o% et Ton deplace la lunette de faQon k recevoir 
le rayon reflecbi ; on obtient les deux lectures suivantes : 

"z? « / o/^^ Moyenne... i6o"32'o^75. 
i62»2i'i8%75 '' ' 

De la memo maniere, apres avoir deplace la lunette jusqu'k 46^34'o\ 
on a obtenu 

i63» 7'^2'^'25 Moyenne... i6o«25'i4^63. 
5** Diviation minimum. 

Pour controler la stabilite du cercle et Tinvariabilite des deviations, 
on a repete la mesure de la deviation minimum, avant de passer a 
I'autre serie; 0= i3**, 5. 



SUIVANT UNE LOI QDELCONQUE. l^ 

Deviation ii droite (incidence sur N). 46* 35' 53', aS n—ofyiKi'sy 5 
Deviation i gauche (incidence sur M). i33»a8'a7'' aW— «> »» ^^ .7 • 

Somme i8o* 4' '^^"i ^^ 

Les azimuts out varie Tun de o*\ 75, Tautre de S'SS, quantit^se&ces- 
sivement petites et dues probablement k la variation de temperature. 

6° Incidences voisines de celle qui correspond au minimum de deviation. 

Reflexion sur la face M ; d = 1 3^, 2 : 

Lunelle k iSS^ag'o" J o/,/ /q" Moyenne. . . 8» i5' 12", 

Lunette k i33»3o'o*' | ^7^, „ Moyenne. . . 8« i5' i5''. 

70 Deviation minimum. 

Incidence sur M . 1 33^28' SG'', 75 n — ftfio/s 'x^" < 

Incidence sur N 46** 35' 5 1 ,00 ^ "" 4 > 7 : 

Somme i8o*» 4' ^7^75 

8® Angle du prisme. 

La temperature est alors d = i3^,4- 

35o33'5o',^ aA=.20«.5o'3. ,5. 

La temperature ayant ete en croissant d'une maniere regulifere, on a 
elimine son influence par le mode d'observations crois^es qu'on a 
adopte : ainsi Ton prendra pour Tangle du prisme la moyenne des 
deux valeurs du commencement et de la fin de la serie 

2A= i2o«5o'28",5. 

La deviation sera la moyenne des deux valeurs correspondantes du 
commencement et de la fin : 

2D = 86»52'4o%5o. 

Annates de Vteole Nornude, a* S^rie. Tome HI. 3 
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II reste k calculer les azimuts de reflexion pour en deduire les iqci- 
dences. 

I® Rijlexion sur N. 

J ., . , ( 4&>35'49^5o avantlas6rie, 

Azimut de deviallon minimum . . . j ^gosysy^^S apres la serie, 

Moy enne 46« 35' 5 1 ^, 38 

Tel est Tazimut qu'on adoptera pour la deviation minimum, et Ton 
^crira 

A 46** 35' 5 1 ",38 ^ ^ _ correspond Tazimut x' 

A 46*35' o^oo ^J;^^ i6o«32' o^75 ,..^ 

A 46^34 0^,00 i6o"3o'i4 ,63 ^ 

d'oii I'on conclut 

X — i6o**3yo",75 106'', la 

5T%38 "" 60*' * 

d'oii 

x'=I6o•33'3l^64 
Retranchanl Tazimut de la deviation minimum. 46*" 35' 5 1'^, 38 

II vienl TT -4- D - ae' = H' = ii3*57'4o%26 



2* Rifiexion sur M. 

. . , J j^ . *x . . _ ( i33*»28'27*',oo avant la s6rie, 
Azimut de d6viation minimum... { '^ ^ « ■ ^ . 

I 36 ,75 apres laserie. 

Moyenne i33<>28'3i%88 

d'oii Ton conclut le tableau "feiuivant : 

A i33'^28'3i'',88 „ correspond Tazimut :r 

A i33»29' o',oo J9/'^ 8•I5'la^oo 

A 133030' o^oo ^ ''''' 8«i5'i5%oo ^ '"^ 

done 

X — 8«*i5'i2' ' ___ 3^ 
ag,ia 60' 
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a^=:8•l5'I0^54 
Retranchant x de razimut de deviation minimum . i33<>28'3i''»88 

II vienl TTH-D — 2e = H=n25«i3'2i",34 

Les valeurs de*H et H' satisfont k la verification H-hH'-f-aA=27r: 



= = II3o57'4o^26 ^ j_ 5o3n'5o- 

2 A = ^2o«5o'28^5o ^ e- d ^57 00 , 



08 
54 



H-hH'-4-2A =36oo i'3o^io 



L*exc^s est de i'3o^ lo; Terreur k craindre sur e'^e doit done etre 
de IWdre de ^ ( i^3o", lo) = 45'\o5. 

Les yaleurs de H et H' jointes k celles de A et D fournissent une rela- 
tion de trop, et conime la verification pr^cedente n*est pas rigoureuse-* 
ment satisfaite, il y a lieu de choisir la donnee k supprimer pour faire 
les calculs. flvidemment, les incertitudes sont surtout k craindre sur 
HetH'; si Ton n'utilise que leur difference H = H' = 2 (e'— c), ces 
donnees entreront d'une manifere aussi sym^trique que possible : on 
aura done comme donnees definitives 

2A, 2D = 2(tf-4-eO — 2A et H — H' = 2(e' — e), 

d'oii Ton conclut 

A = 6o*25'i4%25 

D=43»26'2o%25 

6=4go 6'5l^g8 (reflexion surH) 

6*= 54*44' 42", 52 (reflexion SQf N) 

C'est avec ces donnees experimentales que le calcul des elements de 
Tonde refract^e a et^ eiTectu^; les resultats obtenus sont consignes 
dans la deuxifeme colonne du tableau ci-aprfes; la {roisifeme contient 
ceux qui sont obtenus par la m^thode decrite dans les paragraphes qui 
suivent. 
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ifcL^ENTS A D^TEBMINER 



TT r — r 
a = --»- 



Indice de refraction 



Angle du rayon projet6 ei de la normale 
d'onde 

Distance du point de contact de la surface 
d'onde ^ la section droite du prisme. 

Angle du rayon avec la section droite. 

Angle de la normale d'onde et du rayon . 



RteULTATS NUM^RIQUES 



les 

th^rimes g^niraux 

et 

les obienratioDB 

pr^cedentes. 



a = 88«4a'54',79 
a'=83»5o'44*,o4 

/I = 1 ,563o79 
a-a=4«5a'i5",07 



2^ = -H 0,04aa8o 



c = e** lo' 7" 



Angle du plan contenant le rayon et la 
normale d'onde avec le plan de la sec- / a = 38° o', 5 
tion droite 



Indice du rayon ordinaire. 



/I, = 1 ,658347 



d'aprte 

I'orioDtation 

isristallographique 

do priime 

et let donn^es 

de Rudberg. 



88«4a'i7',87 
83*47' 4a%68 

1, 563093 
4*»54'35",i9 

+ 0,042692 

3** 48' 1 3", 75 
6''ia'a8',90 

3/5o'a8*,37 

/I, = 1,65846 raie D. 



Calcul thiorique des risuUais pricidents. 

49. Le controle de ces resultats a ete obtenu par leur comparaison 
avec ceux qu'on deduit de la connaissance de la surface d'onde du spath 
d'Islande; Le calcul ne laisse pas que d'etre assez laborieux, surtout a 
cause des calculs pr^liminaires relatifs a rorientation de I'axe optique 
par rapport aux faces artificielles du prisme; les resultats soot consignes 
daus la troisifeme colonne du tableau precedent. Voici la marche qui a 
6le suivie. 

La premiere operation a consist^ k rapporter les deux faces artifi- 
cielles du prisme MN aux faces du rhomboedre. Le parallelepipfede de 
spalh, ayant et6 choisi parmi uq grand nombre d'ecbantillons, presen- 
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droite du prisme : on remarquera que la normale ^ R, est ud peu au- 
dessous du plan de MN. Par robservation au goniometre, on a mesur6 
le double de cbaque angle difedre; voici les r^sultats obtenus ou plutdt 
le supplement de la moitie de ces lectures, c*est-a-dire Tangle des nor- 
males representees sur la figure : 

:MN"=h9-34'33%oo (•), 
MR;= 83« 3' 4^5, 
r<Rr=io9«> 6'3o^75, 
!ifi^ = io5«i8' 6^75, 
R^,= 74•55'55^!l5. 

Gomme verification on a mesure un angle surabondant- 

fm,= I35o6'48^75; 

on a» en efTett 

ilN -f- i«R. -f- fm, = 359^59' aS*, 5 = aw - 3i',5, 

Les trois faces M, N, R, n*etant pas rigoureusement parallMes a une 
meme droite» les trois normales ne sont pas dans un meme plan, et, 
par suite, la somme des trois angles doit dtre un peu inferieure k 36ode- 

(') On remarquera une 16g^re difference entre Tangle MN obeerv^ dans oette s^rie 

A = 6o"a5'a7', = if,^, 
et la valeur obtenue dans la s^rie n^ 23, employee dans les calculs ant^rieurs, 

A = 6o*a5'i4',a5, = i3%3; 

roais cette diff!Srenco (ia',75) s'ezplique trto-bien pa[^la difliSrence de temperature; d^apr^s 
la discussion de Fensemble des series, Tangle du prisme crottrait d'environ 3 secondes pour 
un accroissement de la temperature de i degre. Ifalgr^ cette petite divergence, on n'a pas 
cru devoir modifier la seconde valeur de Tangle du prisme pour le calcul theorique des ele- 
ments de Tonde refractee; la comparaison du nouveau calcul avec les resultats obtenus par 
la premiere methode est done entachee d*une petite erreur d'environ la & i5 secondes; mais 
cette erreur est negligeable vis-&-vis do Tincertitude qui p^se sur la determination experi- 
mentale de ^ ~ e\ laquelle pent s*eievcr de i di a minutes. D'ailleurs cette comparaison est 
destinee bien plutdt k montrer la validite et Tusage commode des theoremes geometriques 
employes qu'& fedre une confrontation rigoureuse du calcul et de Tobservation. 
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gr^s : le sens de la diffi^rence est done une verification qualitative des 
mesures. 

Les calculs de trigonometrie sph^rique qu'on a k effectuer ne pr^sen- 
tent aucune difliculte; mais ils sont fort longs par eux-mSmes et par 
les verifications qu'on est oblige de faire. 

Pour d^finir Torientation de I'axe optique S {fig. 17), relativement 
aux faces du prisme, on a choisi deux angles, a savoir : 

1° L'aziniuta?OF du plan projetant cet axe sur le plan de la section 
droite, compte k partir de I'axe des x ou bissectrice interieure du prisme, 

<7=I27«44'4I^95; 



y\ 



2^ L'angle SP que fait cet axe avec le plan de la section droite 

w=a6*4'ao",65. 

Ces r6sultats ont H^ obtenus par la marche suivante : 
i^ On a adopts comme angle du rhombobdre la valeur 

on a calculi Tangle RoS que fait Taxe S avec la face Ro; on trouve 

SR. = 44*^37' 9",72, 
et pour Tangle 

S^R, = 39•2'47^o6; 

a^ On a calcule Tangle diedre MRoRa* d'aprfes la cobnaissance de 
MRo» RoRs) Ra^f 

MR.R, = io7«»56'48%8o 

(v^rifie par le calcul direct des deux autres di^dres et de Texcfes sphe- 
rique) . 
Par soustraction on a obtenu le difedre MRoS» 

MR•S = 68•54'l^74. 

y^ On a calcule Tangle difedre MRoN, 

ft 

MR,N = ii8»56'48',7o 
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(verifii par lecalcul direct des deux autres diedres etde Texc^s sphe- 
rique. 
D'oii Ton a coDciu par addition avee i'angle precedent, 

NR.S=i72*9Y>56. 

La connaissance de ces deux angles a permis de calculer de deux 
manieres differentes les angles d et <u definis plus haut : il ne reste plus 
en effet qu'a resoudre un triangle rectangle, connaissant un cote et 
Tangle adjacent; les resultats des deux calculs ont ete concordants a 
quelquescentiemesdeseconde; les diedres qu'il fallait connaitre etaient 

R.NM=: 92«49'53%26, 
R.MN=:io8» 3'37%7o; 

ils avaient deja ete calcules dans le triangle MNRo. 

50. La connaissance de la position de I'axe optique relativement aux 
faces du prisme permet d'appliquer les donnees de Rudberg au calcul 
theorique des elements de Tonde refractee. Les formules a employer 
sontcellesdu n^22, p. 260, ^ sa voir (29) et (3o). 

Cakid des iUments de I'dnde refractie au minimwn de deviation. — 
L' equation (29) developpee se met sous la forme 

-T-: (a'sin*a H- ft* cos' a) ; (fl'cos'o" -h ft'sin'o") -ha'6'=o, 

dans laquelle a et6 sont les axes de Fellipse qui forme la ligne d'onde 
sur la section droite. Si Ton convient de r^server leslettres aet 6 pour 
designer le demi-axe longitudinal et le demi-axe equatorial de I'ellip- 
soide d'HuyghcDSt Tellipse consider^e aura aussi b comme demi-axe 
perpendiculaire k la projection de Taxe optique (parce que Taxe equa- 
torial se projette en vraie grandeur) et pour axe perpendiculaire la va- 
lour a\ tel que 

a!^ = a'cos'o) -+- 6* sin* w, 

(V) etant Tangle que fait Taxe de Tellipsoide de revolution avec le plan 
de la section droite {fig. 18). 
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La direction « de la normale k I'oDde plane refractee, qui corres- 
pond au minimum de deviation, est fburnie par les formules (3o) 



(3o) cola = — 



frt*— ftMsino-coso" 



z_ -h 



a^ cosV 4- 6* sin*o- : 

Fig. 1 8. 



a* sin' 0-4-6* cos* o- - — 

V* 

— ■ ■ ™ ■ ■■■■■■! ■■ ( 

(rt'— 6')sino'COso' 




Dans ces formules a ou a\ b eta sont connus » mais jx et v, qui ren- 
ferment la valour de la deviation, ne le sont pas; il faut eliminer ces 
deux inconnues entre T^quation de Tellipse et la suivante, bien connue 
( i6, p. 246), 



(16) 



a* cos' — h v*sin* — = I. 
*^ 2 2 



A cet effet, on tire |x* et v' des deux equations ( 3o), en fonction de 
cot a, et Ton substitue dans Tequation (i6). On arrive, aprfes quelques 
transformations faciles, a Tequation du second degre 



NQ lang*a -h (MN — P* -f- Q*) langa 4- MQ = o, 



dans laquelle 



M = a'* cos'o" 4- 6* sin*o" — cos*— 5 

2 

N = a'* sin'o- 4- 6'cos*^ — sin* - > 

2 



p 


= sin' 


A 

2 


,A 

cos*— J 

2 




Q 


= (0" 


— 


ft* ) sin (T cos 0-, 






a" = 


= a* cos* 0)4- ft* sin* 


6t). 



L'equation en tanga se resout sans difficulte : quant a la racine k 
adopter, elle se reconnait aisement par la condition que Tonde refractee 

Annalts de V^coU Normale. a* Serie. Tome 111. 4 
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m 

doit etre a peu prbs parallele k la bissectrice de la section droite du 
prisme, c'est-k-dire que a doit Hre Yoisin de 90 degr^s. 

LMndice de refraction de Tonde plane au minimum de deviation 
s*obtient en substituant la valeur de a dans Tequation (22) du n^ 22, 
p. 248, 



- z=p' z=z y/a" cos' (a — 0-) -h b* sin* {a— a). 

La connaissance de I'indice permet de calculer les angles d'^mer- 
gencCt car on a 



= a ? sine =/isinr, 



1 2 

=— J smc'=/ismr'. 

2 2 

Gomme verification, on se sert de la formule 

r — r' e — ef 
lang lang 



lang— ^— lang— ^— 

L'angle de la projection du rayon avec I'onde plane est donne par 

Texpression (34), n^23, p. 262, 

* A. 
, lang*- 

tang'-^- 

d'oii Ton tire a — a', angle cherch^. 

L'angle du rayon lumineux avec la normale k Tonde plane se d6- 




duit de la mSme propri^te g^ometrique appliqu^e a Tellipse meri- 
dienne. A cet effet, on commence par calculer {^. 19) Tangle Q que 
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fait la direction a (repr^sente par F sur la figure) avec Taxe optique S : 
le triangle spherique rectilatere FjOS donne sans difficulte 

cos 6 = sin OS cos FOS = — sinw cos ((t — oc)^ 



appliquant le theorfeme 



tang0'=:-lang0, 



d'oii Ton conclut — 6'. 

Cest Tangle appele ^ au n^45, p. i3. 

L*angle du plan de Taxe optique et de la normale d'onde avec la sec- 
tion droite Q se calcule aussi a Taide du meme triangle SOF : c'est le 
complement de F; ou mieux k Taide du triangle rectangle SPF' ou il est 

represente par F', 

tango) = tangQ sin (o- -- a). 

Enfin la coordonnee Zo* distance du point de contact de la surface 
d'onde k la section droite {^g. 20) {zo est positif comme 6tant au- 
dessus de ce plan). 

Fig. ao. 




Sur la figure, le plan PRQ represente le plan d*onde, OP la normale 
d'onde, le centre de I'ellipsoide, R le point de contact, 

2, = RQ, OP = i, POR = a-a' el RPQ = 0, ROQ = x. 

n 



Exprimant Zq de trois manibres, il vient 

a. = -lang(e - e')sinQ=r - —^^5E1_^ = i tang («-«') langQ, 
n ^^ ' n cos {<x — oc ) n 



oil Ton retrouve les formules de la page 1 3, n^ 45 
culer Q9 X et Zq. 



on peut done cal- 



4. 
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51. Les nombres qui figurent dans la troisieme colonne du tableau 
de la page ar, n^ 48, ont ete obtenus k l*aide de ces formules par la 
substitution des valeurs 

0)=: 26« 4'20%65, 

(T = I27o44'4I^95, 
A= 6o*»25'27",oo, 



- = n, = 1 ,65846 



pour la raie D (Rudberg). 



Les difTerences entre les resultats deduits des th^oremes g^ueraux 
et ceux deduits de Tellipsoide d'Huygheus sont partoutassez faibles. La 
plusgrande concordance correspond aux valeurs de a et de n, oil elle 
est veritablement remarquable; la plus grande discordance a lieu 
pour (2 : elle s'^leve k 9I niinutes; mais il y a lieu de remarquer que cet 
azimut est, par sa nature meme, assez mal defmi au point de vue expe- 
rimental, puisque la normale d'onde et le rayon efficace qui determi- 
nenf Tun des deux plans du diedre font un angle tres-petit (6^10'). 
Quant aux autres valeurs, elles s'accordent en general a 2 niinutes pres; 
c'estl'ordre d'approximation qu'imposela determination Aee' — eeXtf^. 

En resume, on pent conclure que les theoremes generaux demontres 
prec^demment sont verifies par I'experience; leur simplicity relative 
dans une question si complexe rend leur emploi tres-commode. On 
pent affirmer, en outre, que dans un cas tres-general Tellipsoide de 
Uuyghens rend un compte aussi precis que possible des observations. 
Ces experiences et ces calculs confirment done Texactitude, la validity 
de la forme de la surface d'onde adoptee pour les cristaux uniaxes. 

Remarque. Pour avoir un contrdle plus direct des nombres de Rud- 
berg, on a observe dans la meme s^rie la deviation minimum du rayon 
ordinaire : en mesurant a nouveau Tangle du prisme, on a trouve 

2 D, = I o5** 23' 24^^, ^^' fl o / 

2A = I20*»5o' I l'',25, "~ '^ '*' 

De ces donnees, on a deduit Tindice de refraction ordinaire du spath 
d'Islande correspondant k la raie D 

/I,— 1,658389, 
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qui ne diflere du nombre de Rudberg que d'une quantite presque insi- 
gnifiante. 

Verification expSrimentale du cas oil le prisme produit une 
deviation constante et indSpendante de V incidence. 

52. Les observations et les calculs precedents ont ete effectues spe- 
cialement en vue de la verification des theoremes generaux qui defi- 
nissent les elements geometriques d'une onde refractee, independani- 
ment de la connaissance de la surface de Tonde; Tintroduction, dans le 
second calcul, deTellipsoide de Huyghens fournit une verification labo- 
rieuse, il est vrai, mais tres-eflective, de la nature de la surface d'onde 
des cristaux uniaxes. 

Mais on pourrait objecter que les petites divergences, inevitables 
dans des observations aussi delicates, soot peut-etre causees par 
I'inexactitude de la forme adoptee comme surface d'onde; heureuse- 
ment on pent trouver, parmi les proprietes geometriques exposees 
dans la premiere partie de ce Memoire, un phenomene qui permet de 
verifier synthdtiquement I'exactitude de la forme ellipsoidale de la sur- 
face de I'onde du spath d'Islande : c'est le phenomene correspondant 
aux theoremes qui font I'objet de la Note du n^ 16. On peut resumer 
ainsi les .propositions demontrees dans cet article : 

Si Ton considere un prisme doqt la ligne d'onde correspondant a la 
section droite ait ses axes orientes parallelement aux bissectrices de 
cette section 

ce prisme produira une deviation constante D, independante de I'in- 
cidence des rayons, lorsqu'il sera place dans un milieu dont I'indice 
sera k^ a la condition qu'on ait 

(K) tang-- :^ ^~_-^P 

la deviation constante etant donnee par la formule 

,-,,. A-hD N A 

(K') lang-^--j^-lang-. 
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53. II est facile de demontrer la proposition reciproque, k savoir 
que, si un prisme produit une deviation constante et independante de 
I'incidence, la ligne d*ondc correspondant a la section droite est neces- 
sairement elliptique. 

En effet, d'apres Tequation (12) du n^ 15, p. 340, on a, dans le cas 
general, pour Tindice de Tonde refractee correspondant a un angle A 
et une deviation D qui definissent /x et v, 



-; =^ - sin' h -- cos' 

n' jtx* 2 v' 2 



substituant a r- - -• — -, a etant Tancle avec I'axe des x de la nor- 

22 ^ 

male a Tonde plane refractee, 



p^ —--—-; cos'a -^ - sin'a. 



Si D est independant de e et e'i c'est-a-dire de r et r' ou a, fx et v 
sont-des constantes, etTon a, pour la loi qui lie la vilesse de propaga- 
tion p de Tonde refractee avec sa direction, 

p' = — cos'a -f- -r sin' a. 

'^ JUL* V' 

L'enveloppede cetle onde plane, sur la section droite ou ligne d'onde, 
est Tellipse 

jX'^'-f- v'^= I. 

Gette ellipse doit done etre identique a Tellipse du milieu consid^r^ 

« 

M'^' + N'j^^A-', 

k etant I'indice du milieu exterieur : Tidentification conduit aux deux 
formules rapportees plus haut (K), (R'). 

54. Il-etait done tres-naturel de soumettre Tellipsoide a cette verifi- 
cation : la difBculte pratique etait de parvenir, pour le liquide, a Tin- 
dice convenable k : \k une etude approfondie des donnees memes de la 
question a permis une grande simplification experimentale. 

Le prisme de spath d'Islande le plus facile a utiliser etait 6videm- 
ment Tangle aigu ou Tangle obtus d'un rhomboide de' clivage; or il se 
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rencontre une simplificalion inattendue lorsqu'on opfere k la fois sur 
Tangle aigu et Tangle obtus : c'est que Tindice du liquide fournissant 
la deviation constante est le meme dans les deux cas, et que de plus 
cette deviation constante reste la meme en valeiir absolue, mais se 
trouve de signe contraire. 

En eSeU lorsqu'on intervertit Tangle aigu et Tangle obtus» on 
intervertit les axes de Tellipse dans la section droite : la premiere for- 
mule (K) devient done 

tang' ^-H.-)=,^,-j^= cot'-, 

c'est-k-dire reste identique apr^s la substitution; la seconde (K'] devient 

. /tt a D\ M .,A . /a D\ 

qui s'identifie avec la premiere forme en changeant le signe de D. 

55. La methode d'observation destinee a verifier ces particularites cu- 
rieuses de la refraction extraordinaire, dans un cas tres-general, devient 
tr^s-facile k mettre en oeuvre d'apres les propositions qu'on vient de 
demontrer. 

Le rhomboide de spath d'islande etait soutenu par un support parti- 
culier, forme d'une petite plaque au-dessous de laquelle il etait fixe; 
cette petite plaque etait, par Tintermediaire de trois vis de reglage, 
soudee a la partie inferieure d*une tige glissant a frottement dans un 
tube fix^ lui-meme k unepotence; cette tige faisait fonction d*axe verti- 
cal et, a Taide du reglage, on disposait quatre des aretes du rhomboide 
parallfelement k cet axe : le tout etait dispose sur la plate-forme du go- 
niometre. 

Une petite cuve de verre, k faces bien planes et parallMes^ contenait 
le liquide; le rhomboide y plongeait et pouvait y tourner librement 
dans tons les azimuts. 

Quant au liquide, il etait en grande partie forme d'essence de 
girofle {n = i,5345, raie D), dont Tindice est tres-voisin de Tindice 
convenable (theoriquement 1,537182); pour augmenter Tindice, on 
ajoutait quelques gouttes d'essence de cannelle {n = 1,610); dans le 
cas oil Ton depassait la limite, on abaissait Tindice avec de Tessence de 
terebenthine (/i= i»48)- 
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II eut ete trfes-incommode de composer Ic liquide en prenant comme 
base la valeur num^rique de son indice ; les determinations eussent ete 
fastidieuses, d'autant plus que Tevaporation inegale des essences etait 
un obstacle presque insurmontable pour Tobtention d'un r^sultat pre- 
cis. Heureusement le phenomene lui-meme indiquait si Tindice etait 
trop eleve ou trop faible ; en efTet, lorsque I'indice ^tait voisin de la 
valeur limite, la deviation du rayon emergent etait presque constante, 
mais elle n'avait pas atteint sa vraie valeur; pour Tangle aigu, elle 
etait au-dessus, pour Tangle obtus au-dessous. Comme les rayons in- 
cidents traversaient k la fois les deux angles aigus ou les deux angles 
obtus, suivant Tazimut du cristal, on pouvait recevoir successivement, 
dans le champ de la lunette, la deviation a droite de Tangle aigu de 
gauche, par exemple, et la deviation k droite de Tangle obtus de droite; 
ces deux deviations, egales lorsque Tindice est arrive a la limite, ne le 
sont pas dans le cas contraire. Pour savoir s*il fallait augmenter ou di- 
minuer Tindice, on examinait laquelle des deux deviations etait la 
plus grande ; la regie etait celle-ci : Tindice est trop fort si la deviation 
esiptus/orte que celle de Tangle aigu, et reciproquement; un moment 
d'attention la rend evidente. 

56. En operant ainsi, on arrivait a coup sur a obtenir deux deviations 
aussi egales que possible, et Ton vcrifiait que la deviation etait conslante 
et independanle de Tincidence. Ce phenomene presente diinsi deuoo veri- 
^cations, Tune qualitative, a savoir Texistence d'un indice exterieur 
produisant una deviation independante de Tincidence; Tautre quanti- 
tative^ Tegalite, au signe pres, des deux deviations constantes pour des 
prismes supplementaires dont les bissectrices interieures sont cristal- 
lographiquement rectangulaires. Mais il presente une troisieme v^riii- 
cation numerique tres-importante, c'est Taccord de la deviation obser- 
vee avec la valeur theorique de cette deviation, calculee d'aprfes 
Tellipsoide d'Huyghens et les donnees de Rudberg; pour eOectuer ce 
calcul, il suQit de connaitre les axes deTellipse, projection orthogonale 
de Tellipsoidesur le plan de la section droite du prisme. 

A cet efTet, on commence par calculer Tangle v que fait Tarete du 
rhomboedre avec Taxe; pour cela on a determine Tangle du rhom- 
bo'ide de clivage sur lequel on a opere, et Ton a trouve sur les quatre 
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aretes refringODtes (a, p, a', P', designant les quatre faces) 

aP=io5»4'i5% a(3'=74«>56' i", 
a'p' = io5*>4' 5% a'p =74«56'i5% 

La somme des quatre angles 6gale 36o°o'36"; il y a done une petite 
enreur de 36 secondes k repartir sur les quatre angles (due probable- 
ment k un defaut de r^glage des aretes a mesurcr), ce qui conduit a la 
valeur definitive pour Tangle du rhomboedre 

a(3= Io5»4'I^ 

valeur qui diflere si peu de celle qui fait partie de la serie relative au 
prisme k faces artificielles ( * ) 

R=io5o4'4",75, 0=i7%4. 

qu'on n'a pas cru devoir la substituer a ce dernier nombre admis 
comme une donnee fondamentale dans tons les calculs de ce M^moire. 
La formule k employer s'obtient en considerant un tri^dre rectangle 
ayant pour aretes» TarSte du rhomboedre, Taxe et la trace sur Tune des 
faces du rhomboedre du plan projetant cet axe, 

cost' = cot Go® col — » 

2 

d'ou 

i^=: 63044' 1 7% 69. 

L'ellipse, projection de Tellipsoide, aura pour axe perpendiculaire k 
la projection del'axe optique la valeur meme de I'axe equatorial 2bf 
qui se projette en vraie grandeur; suivant Taxe optique, I'axe de I'el- 
lipsesera 2a'\ 



(') Ges mesures monlrent combien la structure du spath d'Islande est r^guli^re, puisque 
deux ^chantillons, pris au hasard, donnent, pour Tangle de leurs clivages, des nombres iden- 
Uques ; toutefois 11 est bon d'ajouter que ces deux ^chantillons sent de la m^me provenance. 
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Dumeriquement, d'apr^s les indices de Rudberg^ 

^= 1,620061 = M('), 
J = 1,46835 =N. 

Appliquanl les formules (K) et (K'), on trouve pour Tindice du liquide k 

ct pour la deviation D 

A"=: 1,537182, 

D=:4»48'5o%o4. 

Mais cetle deviation est celle qui correspond a un milieu ext^rieur in- 
detini d*indice k. Comme le liquide est compris entre les deux plans 
parallfeles de la cuve, il y a lieu de corriger Teflet de la refraction 
dans Fair; les deux cas les plus simples qui peuvent se presenter sont 
les suivants : 

i'' La cuve est fixe; la face d* entree est normale aux rayons inci- 
dents; la deviation apparente D' sera donnee par Texpression 

sinD'=:/rsinD, 

d*ou 

D' = 7»24'42^4. 

2^ Les faces de la cuve sont parall^les au plan bissecteur du prisma 
et solidaires de son mouvement : 

. D-^ . . D 

sm — =Asm— » 
2 2 

d*ou 

D*=7«24'io'. 

Cest a cette derniere disposition qu'on s*est arrete; Tobservation a 



(') On a pu contnMer directement co nombre par I obsenalion de la deviation minimum 
du rayon extraordinaire a travers Tangle aigu ; Timage de la fente est inclin^e : aussi fauUil 
inciiner le rt^ticule de la lunette sous le m^me angle et mesuror le double de la deviation; 
robser\aUon est difficile a cause du peu d^intensit^ de la lumiere; on a trouv^ 

aA=i49*5a'a9', 

2D=i7o*53'o4', 

d*oa 

i = 1 ,61982. Differ. =- 0,00024. 
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donne pour la deviation constante, dans sept series bien concordautes. 



A'=7«22'38" j 


1 


28' 


— i6% 


^7") 




00" 




1 5" 


e=i6si, 


47" 


^7^7» 


45" 


i8si. 



Hoyenne . . . 7*22' 28" 

La difference avec le nombre calcule est i'^^"; elle est de I'ordre des 
erreurs que les phenomenes de diffraction causes par les stries des 
faces naturelles de clivage produisent dans Timage de la fente. 

57. II est necessaire d'ajouter quelques indications sur la maniere 
d'efTectuer les mesures ; en effet, on arrive assez ais^ment k amener 
Tegalite apparente des deviations par l^angle aigu et Tangle obtus du 
rhomboide; mais,lorsqu'on execute les mesures precises, on trouve que 
cette egalite n'est exacte qu'a quelques minutes pres. S*il fallait modi- 
fier I'indice jusqu'a Tegalite absolue des deviations, Toperation serait 
interminable, surtout avec Tevaporation inegale des essences : il etait 
done necessaire de deduire le resultat limite des observations obtenues 
dans le voisinage de Tindice limite. Rien n'est si simple : il suffit de 
prendre la moyenne des deviations par Tangle obtus et Tangle aigu; 
c'est ceque justifie, ponrles donn^es speciales adoptees ^ le calcul suivant. 

Considerons les deviations minimum par Tangle aigu et Tangle 
obtus; elles satisfont aux relations 

. / %x sin (- — a4-3' I 

sm (a-ho) n, \2 I __^^ 

sina ~" A* . /t^ \ "~ A* ' 

sin^--«j 



dans lesquelles les lettres grecques remplacent les grandes lettres di- 
visees par 3. 
La condition pour que (?= — 5' = A donne 



sin(a -i-^) __ n^ cos(a-f- d) _ /ij 
sina k cosa k 

5. 
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ou, en ^limiDant k, 

ung(a-4-d) = -^langa, 

et k est donne par 

N* = /r'/i|Sin*a-4-/iJ cos' a 

[laquelle est identique avee la relation (K)]. Si k n'a pas la valeur pre- 
c^dente N, c^ et — c^' ne sont pas egaux a A» et Ton a 

sin (g 4- 3) _ cos (« — 3^ ) , 
/?,sina n, cosa ' 

comparant avee I'equation (K'), 

sin(a-+-3) __cos(a— d') 
sin ( a 4- A ) "" cos (a -+- A) 

L*observation donne c^et d'. Posons 

3 = A 4- €, 
3'=-A-e' 

et calculons 

0-3' ^ £4-6' 

= A-h ; 

substituant les valours de $, ^' et developpant, il vient, en negligeaut 
les Carres de £, i\ 

e cot( a -h A) = — e' lang ( a -f- A ), 

^=-Ung»(«-hD). 

II se Irouve que, avee les donndes adoptees^ on a sensiblement 

ung(a + A) = i el £ = —£', 
d'oii 

en eflet, 

\ 

a = — = 37*»a8' ( angle aigu), 
A = — = 3-42' 

2 ^ 

at -f- A = 4i»io' = 45«— 3«5o'. 
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Done la demi-somme des vakurs ahsolues des deviatioDS par Tangle 
aigu et Tangle obtus donne sensiblement la valeur limite ('). 

58. Outre ces trois genres de verifications qui viennent d'etre indi- 
ques, le pbenomene de la deviation constante du prisme en ofTre encore 
un autre sur lequel il est necessaire d'insister : c'est une particularity 
assez singuliere au premier abord, mais qui est une consequence evidente 
des propositions demontr^es dans la premiere partie de ce Memoire. 
L'image rectiligne de la fente lumineuse, Tindice du liquide etant bien 
regie, tourne autour de son milieu lorsque le prisme tourne autour de 
son arete; ce pivotement de Timage ne laisse pas que de surprendre, la 
premiere fois qu'on Tobserve; mais, si Ton reflechit quele milieu seul 



( ' ) Pour effectuer la correction, d'ailleurs tr^petite, provcnant de ce que la condition 
s : 8'= — tang'4i''io'= — 0,7646 et non pas z6ro, on remarquera qu'il suffit de calculer la 
valeur — (« -4- •'), car on a 

or la somme alg^brique ^ + ^' est 6gale k s — s'; on connalt done la difference s — c' et le 
rapport c : «', d'oii Ton conclut 



i-k-t' _ I — tang'(a -h A) 
8 — s'~~ I H- tang* (a -H A) 



= — cosa (a -+- A) = — o, 1334. 



Le calcul a ^t^ appliqu^ aux quatre derni^res series dans lesquelles on a crois6 les obser- 
vations (pour eiiminer Tinfluence de I'^vaporation in^gale des essences et Teffet de la 
temperature), de fagon a obtenir s^par^ment ^ et 9\ 



E^FRACTIOn 


PAR l' ANGLE 








aigu = a ^. 


1 

obtus = 2 J'. 


(.-*'). 


COUIECTIO!< 


2 A = D'' corrig^. 


7.25.10 


— 7?i8.'34'' 


4- 206 


-+- 27 


1 n 
7.22.27 


a5.35 


18.54 


-t- 201 


4- 27 


41 


21.47 


23.46 


- 60 


— 8 


39 


24.54 


20.37 


-+- 129 


-+- »7 


63 








Moyenne. .. 


7.33.43 



Ce qui r^duit k i'il'j'' la difference entre le calcul et Tobservation. 
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de I'lmage correspond au plan de la section droite et que les autres points 
sont Tormes par des rayons obliques sur ce plan, on se reportera kTetude, 
faite au n® 33, p. a63, de I'image d'une fente rectiligne, et Ton verra 
que I'image pdr refraction doit etre inclinee toutes les fois que le 
point de contact de I'onde plane avec la surface de Tonde est en dehors 
de la section droite. Dans le cas present, Tonde, par une rotation con- 
tinue du prisme autour de son arete, pent occuper toutes les positions 
du plan tangent du cylindre circonscril k Tellipsoide; la ligne de 
contact est une ellipse dont le plan est oblique sur le plan de la section 
droite (plan diametral conjugue de la direction de Tarete du prisme). 
En deux points seulement la courbe de contact se trouve dans le 
plan de la section droite , suivant le diamfetre equatorial : Tonde est 
alors parallele a I'axe optique. Ce sont les deux seuls cas oil I'image 
soit verticale; ils correspondent evidemment au cas oil Tangle r^frin- 
gent est Tangle obtus du rhomboedre, car le plan bissecteur de Tangle 
obtus est parallble a Taxe optique, et Tonde refractee au minimum de 
deviation est parallMe a ce plan. Dans tous les autres cas, le point de 
contact dc la surface de Tonde avec Tonde plane est en dehors de la 
section droite, et I'image est inclinee; cette inclinaison se calcule par 
la formule (43) du n** 33, p. a63, 

, z« sin A 

°^* .A A cose' 

j;, sm — h neos— 

On voit que tangy'^^ peut devenir infini, c'est-a-dire que Timage de 
la fente verticale peut devenir horizontale ; il sulBt qu*on ait soit 



A A 

XtSin — hr, cos— =o, 
a 2 



soit 



cose' = o. 

La premiere condition indique que le point de contact de Tonde 
doit avoir lieu sur la droite 



>. . A 
— = — tang— » 
jr. ?. 
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c'est-k-dire au point d'iDtersection de la ligne d'onde avec ia trace de 
Tune des faces du prisme, M, celle sur laquelle on compte les inci- 
dences e [fig. 21). 

Fig. 2t. 




II est facile devoir quecette condition revient a cos^=o ouc= 90*^; 
en effet, Tonde emergente correspondant a Tonde refractee dans cetCe 
position estnormale a la face M du prisme, car le cercle, ligne d'onde 
du milieu exterieur, passe par I'intersection de I'ellipse et des deux 
droites, traces des faces; c'est Tinterprelation geometrique dela condi- 
tion que Tellipse (-^^ --) soitla ligne d'onde. 

Soity en effet, I'ellipse 



M*a:'-h N>/^ -h I , idenliQ6e a \i}x'' + yi'f = i ; 



soit le cercle 



^' + r=j;' 



Tequation de toule conique passant par Tinlersection de ces deux 
courbes est 

Cette conique devient un systeme de deux droites concentriques \ I'ori-^ 
gine ; si X = — A* , 

d'oii 
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Gette condition est identique k Tequation (K), page 2^ : il n'y a de 
chang^ que la notation cp substituee a A. 

En resume, Timage sera horizontale pour e = 90^, c'est-a-dire quand 
le rayon incident sera rasant. 

La seconde cotidition cose' = o donne de memo ^' = 90® : elle cor- 
respond au rayon Emergent rasant. 

59. L'exp^rience donne une verification qualitative immediate de ces 
deux conditions; k mesure que Timage refractee s'incline vers I'hori- 
zontale, son intensite decroit» si bien que, a la limite, lorsqu'elle de- 
vrait etre tout a fait horizontale, elle est eteinte; c'est qu'en effete sous 
Tincidcnce ou sous I'emergence rasante, la quantity de lumiere qui 
traverse le prisme est nulle. 

Fig. aa. 




On n*entrera pas dans la discussion qui permet de suivre la rotation 
simultanee du prisme autour de son arete et de Timage de la fente au- 
tour de son centre; on appellera seulement Tattention sur la verifica- 
tion que prcsente le seus de Tinclinaison de Timage; d*apres la for- 
mule (43)» p. 263, on voit que 90 est designe contraire a Zq (au moment 
oil Tangle aigu donnerait le minimum de deviation) ; remontant au 
n*^ 32, p. 261 et 262, sur le signe conventionnel de 9' {/ig. 22), 

de' 
tang9=~^; 

par suite, tant que Tonde plane refractee touchera Tellipsoide au- 



SUIVANT UNE LOI QUELCONQUE. 4' 

dessus du plan de la section droite» Timage paraitra avoir tourn^ en 
sens inverse des aiguilles d'une montre et r^ciproquement. Cette re- 
marque prouve que la deviation, k droite ou a gauche, pr^sente I'image 
inclin^e dans le meme sens. 



••••« 



APPENDICE I. . 

CALCUL DB L'l!>n>ICB EXTRAORDINAIRE DU SPATH d'iSLANDB D'APR^S LBS PORMULBS 

DB DB SBNARMOlfT MODIPI^BS. 



Les nombreuses series d^observations effectuees sur le prisme MN, 
a diverses reprises, ont ete discul^es au point de vue de la temperature; 
I'influence est trfes-nette, et Ton a pu calculer une formule empirique 
de correction; la concordance des observations est assez grande pour 
qu'il ait paru interessant de faire concourir le resultat moyen de ces 
observations au calcul de I'indice extraordinaire du spath d'Islande. 
G'etait d'ailleurs une occasion d'appliquer les formules du n^ 22 et de 
controler leur exactitude. 

Ces formules sont, au fond, celles quede Senarmonta donnees dans 
]es Noui^elles Annates de Mathematiques^ t. XYI, p. 273; mais la forme 
sous laquelle elles se presentent est plus commode pour le calcul et la 
simplicity de la demonstration qui permet de les obtenir assure de leur 
exactitude. 

La moyenne de toutes les mesures effectuees sur Tangle du prisme, 
la deviation minima ordinaire et la deviation minima extraordinaire, 
donne 

2 A = i2o*5o'26'',82, 6 = i4Soi, variation -h 6'', 00 pour i degr6; 
2Do=: io5"23' 10^83, B = i4S32, variation -4- 4^ i3 pour 1 degrfi; 
aDe= 86»52'i6*',57, 9 = i3s82, variation -h 6% 38 pour i degr6. 

Un trac6 graphique a meme permis de determiner approximative- 
ment la variation de chacun de ces angles pour i degr^, de sorte qu'on 
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peut les ramener tous a la meine temperature de i5 degres vrais 
[6 = 1 5®, 5o, car le thermoinetre employe 6tail en avance de b®,5o) : 

aA = i2o®5o'35'',76, 
2Do= io5"23'i5'',70, 
iD,= 86«52'47^o3. 

L'indice ordinaire se calcule par la formule bien connue des milieux 
isotropes ; on trouve 

( raie D ), n„=: - =i ,658325 ; Rudberg : i ,6585o. 

L'indice extraordinaire /i«=: ^ se calcule avec les formules qu'on va 

etablir; I'equation (29) du n^ 22, p. 260, peut se mettre sous la 
forme 

-4-,— -^ (a'»sin»(j 4- 6'»cos-(t) — 4 («"cos*(j -f- i'^sin'a) 4-a'»6'>= o, 

a' et b' ^tant les axes de I'ellipse ligne d*onde dans la section droite du 
prisme considere. Dans le cas actuel, on a 

On se rappelle que 7 est I'azimut de la projection de I'axe optique 
sur la section droite du prisme rapportee a I'axe des x (bissectrice 
aigue) et que gj est Tangle aigu que forme cet axe avec le plan de la 
section droite (voir n® 49, p. aS). 

(7 = i27«44'4i'',95, 
ck)= 26° 4' 20", 65. 

Substituant la valeur de of apres avoir pose 

-- cos'o- sin'o- 
Mr^ — - -^_--, 

JUL* V* 

., sin*<T cos'o- 

N = ; 1 r— ? 

il vient finalement, apres reductions, Tequation qui donne 6, 

6'sin*w — bn — , -^A " («'-4-N'l cos' CO 1 h — J-; — a'Ncos»a)=:o. 

L," V J f* V* 
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Les quaDtites fx, v, N se calculent ais^menl; on connait d'ailleurs a 
et a>; TincoDDue b est done fourDie par une equation bicarree facile a 
resoudre. En rejetant la racine iDadmissible, on trouve 

( raie D ), We= t = i ,48637 ; Rudberg : n, = i ,48635. 

La concordance est encore plus complete que dans le cas du rayon 
ordinaire. 
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INDICES PRINCIPAUX DE L AZOTATE DE SOUDE 



L'azotate de sonde est un sel neutre, incolore, d'une transparence 
parfaite, cristallise en rhomboedres et aussi facilement clivable que le 
spath d'Islande. Sa birefringence, mesuree par la difference des deux 
indices de refraction, ordinaire et extraordinaire, est environ une fois 
et demie plus grande que celle du spath et negative comme elle; ce se- 
rait done un cristal ^minemment propre aux experiences de double re- 
fraction, s'il n*etait pas un peu hygrometrique, de sorte que les faces ar- 
tificielles se ternissent en quelques minutes a Tair ordinaire; les faces 
de clivage, souvent tres-planes, resistent beaucoup mieux a Thumidit^ 
atmospherique. 

Deux series d'observations ont et^ faites avec des cristaux de cette 
substance, la premiere ayant pour objet la determination des deux in- 
dices; la seconde, la verification approcbee de Tinclinaison de Timage 
verticale par refraction extraordinaire. 

Premiere sdrie. — On a utilise Tarete aigue du rhomboedre de cli- 
vage d'un tres-bel echantillon d*azotate de sonde ayant environ 4 cen- 
timetres cubes en volume, et d'une limpidite remarquable; le faible 
pouvoir refringent du cristal permet aux deux rayons de passer, sibien 

qu'on pent observer les deviations minima ordinaire et extraordinaire. 

6. 
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L'indice ordinaire se calcule d'aprbs la deviation du rayon corres- 
pondant; I'indice extraordinaire se d^duit ais^ment de la deviation 
minima de Tautre rayon de la mani^re suivante : 

L'axeoptique du rhombofedre se projetant suivant nne perpendicu- 
laire k la bissectrice de la section droite, Tonde extraordinaire, au mi- 
nimum de deviation, se trouve parallfele a cet axe; les formules de la 
refractioD ordinaire peuventdone s*appliquer au calcul de Tindice de 
cette onde. 

La connaissance de Tangle du rhomboedre permet de calculer Tangle 
que fait cette onde ou plutdt sa normale avec Taxe optique ; la forraule 
bien connue 

permet de calculer b quand on connait a, a' et o). 

L'observation a donne, pour Tangle aigu A du rhombo^re et pour 
les deviations Do De, 

dCyiations II»1MA. 



Ordinaire. Extraordinaire. 

2A = I37«>7'36^ 2Do=I39*>7'53^ 2D.= ii7o35'4i''; 
d'ou Ton d^duit sans peine 

- = /i« = 1 ,5852, 
a 

-7 = n' = 1 ,52783. 

L'angle obtus du rhomboedre R est 6gal au supplement de la moiti6 
de 2A 

R= io6«26'ia", 

d*ou Ton conclut, par un calcul cristallographique d^ja indique (n^ 49, 
p. 24), Tangle v que fait Taxe du rhomboedre avec Tarete du prisme 

cosv = coiGo" cot— » 

2 
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d'ou 



V = --« = 64^25' 46^ 

Substituant cette valeur dans la formule qui donne a\ on en d^duit la 
valeur de 6 = — ; les rdsultats definitifs sont ( M : 

Indice ordinaire - == n, = i y585a, 

a 

raieD. 
Indice extraordinaire. 7 = n«=: i,3348, \ 

Seconde $irie. — EUe se rapporte k la niesure de I'lnclinaison de 
rimage extraordinaire de lafente verticale du collimateur. Le modede 
mesure a Taide duquel on Ta mesur^e etait assez grossier; mais c'^tait 
la premiere fois que rauteurrencontrait ce pbenom^ne d'une fagon si 
nette, et il avait plutot en vue une mesure approximative qu'une de- 
termination soignee : cette observation est memo I'origine du present 
travail. 

On a trouve, pour cette inclinaison, 

langcp'. = 0,427, o\ = 23«8'. 

Tbeoriquement on pent calculer cette inclinaison par la formule 

,__ sin(A-f-D) , 
6Y»— • cos tf cose' ' 

comme par symetrie e = €f= » la formule devient 

. A-f-D 

tang9, = — 2 z, tang 



( ^ ) Une autre s^rie, faite avec tin prisme pr^ntant uue face de clivage et une face arti- 
ficielle, a donn6, sous Fincidence normale k la face naturelle, 

A=32»5a'27', D^=a6«26V, D.= i9°o'27", 

d*oii I'on conclut 

/I, = 1 , 5842, 

/i^ = 1 , 3355. 
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Quant & Zq, on le calcule d'aprfes la connaissance de Tangle (o comme au 
n^50 : 

tang6>' = — lango), ^» = -7 tang( &> — «'), 

d'oii 

<p'.=:23«»45'00\ 

La difference entre le calcul et Tobservation n'est que de 0^37', ap- 
proximation tout a fait en rapport avec le mode d'observation. 



DE 



L'lNTfiGRATION PAR LES SERIES 



- d^r n — I fir 

DEL'fiQUATION35--^^=r; 



Par M. bach, 

DOTKN HONORAIBB DR LA FACULTY DBS SCIBNCBS DI NANCT. 



L'^quation difierentielle ci-dessus, qui n'est d'ailleurs qu'une trans- 
formatioD bien connue de T^quation de Riccati, a ete l*objet de tra- 
vaux nombreux dont il est inutile de retracer ici Thistorique; mais 
je ne sache pas que les articles r^cents inserts par M. Cayley et 
M. Glaisher dans le Philosophical Magazine (*) aient ete reproduits 
dans une publication francaise; c'est dans ces deux articles que j'ai 
puis6 les elements de la pr^sente ^tude. 

L'article de M . Glaisher, en particulier, me parait renfermer des re- 
marques et des rapprochements curieux que je me propose de faire 
connaitre ici, tout en me permettant de changer Texposition et les no- 
tations adoptees par Tauteur. 

L'^quation 

d^Y n — I dy 

etant lineaire, il sufBt d*en connaitre deux solutions y, ely2f ^t alors 
rint^grale generale sera 



(') F'oir le Philosophical Magazine, num^ros de novembre 1869 et juin 187a. 



48 I>E L'tNTliGRATION 

Pour trouver ces deux solutions, posons 
d'oii 

dy ( dz\ 

d*r_ / idz d'z\ 



> 



'ett si I'on substitue ces valeurs dans Tequation (i), on aura k verifier la 
suivante : 

Gela pose, 6crivons 

En calculant^9 -i-^ etsubstituant dansr^quation(a)» qui doitdevenir 
une identite, nous arriverons aux relations suivantes : 

(n — i) A, -4- (/I — i)A = o, 

2(»— 2)Aa4-(»— 3) A|= o, 

3(n — 3)A»-f-(n — 5) A,= o, 



i(/i— i) A/-I- [n — 2i-f- 1) A,-i = o, 

(i H-i) (w — «— I ) A/4.1 ■4-(n — 21 — i)Ai=o, 



d'oii, en faisant A = i. 



I /I— -I 

A| = > 

I n— I 

I (n — i)(yi — 3 ) 

Aa = ■: ■:—. :» 



As = 



I. a (/I — I ) (/I — 2) 

I (n — i) (n— 3)(n — 5) 
"" i.a.3(n — i)(/i—2)(w^3) 



__ (^)^ (n — 1) (n~-3)... (/i—21-f-i) 
' "~ 1.2.3. 1 (/I — i) (/I — 2) . . . (/i — 1) 



Ai.4.1 — 



( — i)'-^' (/I — 0(11 — 3)... (n — 2f — i) 
1.2.3. (/-h I) (n— i)(w— a) . . .(n— I — i) ' 
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Or, si n= 214- i, An.| sera nul et il en sera de meme pour tous les 
coefficients suivants. 

Nous aurons done, en ayant egard a la valeur ci-dessus de n. 



:r» = ^ I J — 



[__ /I — I (/I — 0(/i — 3) x'' (n — i){n — ^)(n — S) x^ 

n — \ (n — i)(n — 2) 1.2 (n — i)(n — 2)(/i — 3j 1.2. 



3 



-f-(-i) 



~ (/I— l)(/l— 3) ... 2 X * I 

\n — \){n — 2)... 1.2...^ I 

2 2 J 



Si I'on pose ensuite7= e"*z, et que Ton opere comme plus haut, on 
trouvera 

in — \){n — 3 ) ar' 



\ n — \ 
I n — I 



(n — i)(/i — 2) 1.2 



(/I — l)(/l — 3) . . . 2 X » I 

(n — i)(n— 2) . . . 1.2.3... ( J I 

L'integrale generale 

r = c)\ -4- 6* >„ 

sera done, dans le cas oil n est un nombre impair posilif, exprimable 
par des fonctions algebriques et exponentielles. 

Dans le cas oil n est un nombre n^gatif et egal a — (21 -f- i), il est 
^galement possible d'exprimer Fintegrale en fonctions algebriques et 
exponentielles. 

A cet effet on posera, apres avoir faity = e'z, 

zz=zx^(K -hAtX-f- Aax'. . . -h A iV-h A,+,ar'+'4- . . .); 

calculant ensuite -r- et ^? on subslituera dans Tequation (2), qui 
apres la substitution doit dcvenir une idenlite, et Ton arrivera aux re- 

Annales de l*Acole Normale, 1* S^rie. Tome HI. ^ 
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lations suivantes : 

(n-+-i)A,-f-(n-4-i)A = o, 
2(n -+-2) Aa -f-(/i-4-3) A,= o, 
3(n -f-3) A, -h (/I -h5) A,z=o, 



i{n-hi)ki'h (n-h 2/ — i)Ai — 1=0, 
(i-hi) (/I H-I-+-I) A/+, -h (n -h 21 -+-i) Ai = o, 



d'oii, en faisant A = r, 



. I W -f- I 

Ai = -— 5 

I n-hi 

. _ I (n-hi) (/1 4-3) 

Aj — 7—. » 

1 .2 [n -hi)(n-f- 2) 

. __ J (/i-t-i)(n-t- 3 )(/i- 4-5) 

1.2.3 (/I -f-i)(/i -f- 2)(/i 4- 3) 



A — (— 0^ (n -f-i)(n4-3). . . (/m-21 — 1) 
1 . 2 . 3 ... I ( n -h I ) ( w -+- 2 ) . . . n-h / 



( — 1 )'+' ( /i-4-i)(/t-4-3).. .(yt4-a/4-i) 

1.2.3. ..(1 -hi) (/l-hl)(/l-h2)...(/l-hl-hl) 



Si n = — (21 -h i), A/+, est nul, et il en sera de meme pour tous les 
coefficients suivants. 

Nous aurons done, en ayant egard a la valeur ci-dessus de /i, una 
premiere integrate particuliere, 

I /i-hi (n-h i) (n-h 3) x^ 

-' I n-hi (n-hi)(n-h2)i.2 

r__ \'4"' ( n-hi)(n-h3).. . (-2) X « I 

(n-hi)(n-h2K . . > i I.2.3.. . ^ ' I 

^ 2 2 J ■ 
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On trouvera de m^me une seconde solutioo. 



r^ 



^T , n-f-i , (/i-+-i)(n-f-3 x^ 

= x'e'-'l I H X -+- 7 f h . . . 

I »"hi (n-f-i)(/H-2) 2. 1 

_^ (/i+i)(n + 3)...(— 2) X » I 

(n-f-i) (/H-2). . ^ '- 1.2.3. . . ' I 

2 2 J 

II De faut pas perdre de vue que n doit dans ces formules etre rem- 
place par un nombre impair ndgatif. 
L'integrale generale sera, dans ce cas. 

Nous avons suppose, dans ce qui precede, que n 6tait un nombre 
impair positiF ou negatif; mais la meme analyse s'applique ^videm- 
ment au cas ou n est quelconque, pourvu qu'il ne soit pas un nombre 
pair positif ou negatif. On posera, comme plus haut, 

avec 

a z= A -4- AiX -f- Ajj?' -\- A^x* -i-. . ., 

z n'etant plus ici un polynome compose d'un nombre limite de termes, 
mais bien une serie illimitee dont la loi de formation est evidente; on 
trouve ainsi 



_ r n — I (/I — i)(n— 3) x^ (n — i)(n — 3)(n—5) x^ "1 

' L n — 1 {n — i) (/I — 2) 1,2 (n— i)(/i — 2)(n— 3J 1.2. 3 *"J 



et de meme 



*~" [_ n — I (/I— i}(/i— -2) 1 .2 (n—i)(n—2)(n--3) 1.2.3 '*J 



Posant ensuite 

z =«"(A -\- kxX + ktx^ -{-, . .)» 
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on obtiendra 

V— ^«^ fw yi-M ^ . ( n-f-i)fn-4-3) x^ (n-4-i) ( n-f-3)(n-4-5) x' '\ 

L wH-i (/i4-i)(/H-2) I .a (/i4-i)(/i-f-2)(/n-3) 1.2.3 J 

De Ia» en apparence du moins, quatre integrates particuliferes de 
Fequation (2) ; il est a remarquer d'ailleurs que ces integrates Y^ Ys» 
Y,, Y4, qui representent des series indefinimenl prolongees, convien- 
nent, quand bien meme n serait un nombre impair positif ou n^gatif. 
II suilira d'avoir la precaution de faire disparaitre prealablement, dans 
lesdiflerentstermesdeces series, les facteurscommuns auxnum^rateurs 
et aux denominateurs qui, en s'evanouissant, font prendre aux coeffi- 
cients de ces termes, a partir du rang d= n + 1 , des valeurs iilusoires. 

Les solutions particulieres Y| et Ya, qui conviennent a tous les cas, 
sont donnees par des series illimitees et evidemment convergentes; 
mais si les solutions/, et ja, qui conviennent au cas special oil n est un 
impair positif, sont essentiellementdifferentes, il n'en est pas de meroe 
des solutions Y, et Ya, qui sont egales entre elles, ainsi que nous allons 
le demontrer. 

Le terme general de I'expression que Ton obtient en developpant Y, 
en serie ordonnee, suivant les puissances ascendantes de n, par la for- 
mule de Maclaurin, est 

xP (dP\\ 

1 . 2 . 3 . . . p \ dxf ) 

et, puisque 

*Y. _ r rf3 p(p^l]d^Z p{p^i)(p-2)d^Z dPzl 

rfi^ - "^ L '^ d^ ~i~^^ ^ I . :i 3 ZT* "^ • • ^ d^pj' 

En se reportant a la valeur 

z-^i— ^^' X -h (^""0(^ — 3 ) X' ___ (n-i;(/i— 3)(n — 5) x^ 

/* — I (/I — i)(/i — 2) 1.2 (/^ — ^)(/t--2J(/^-~3; 1.2.3 **■' 
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on trouvera, apres un calcul des plus simples, 

\dxp)t ' L /I — I 1.2.3 (n — \){n — i) 

/>(p — i)(p--2) (n — i)(yi— 3)(n— 5) ^ 
1.2.3 (/I — i)(n — a)(/i— 3) 



_^ (/i — i)(n — 3) ... (n— 2p-f-i) "[ 
(w — i) (/I — -2) . . . (n — />) J 



Le coefficient de x^ est done 



Li.2.3.../? I n — I 1.2.3. ..(d — 1 



p I n— I 1.2.3. .. (/I— i) 

I (n— i)(/i — 3) I 



-f- 



1.2 (n — l)(n 2) 1.2.3. ..(/? — 2) 

I (n — i) (n— 3). . .(/I — 2/?H-i) 



I .2.3. . . p ( 

ou encore 



-1) (n— 3). . .(n — 2/?H-i) I 
n — i)(/i — 2)... (/I — p) J 



(-iK r 



(n— i)(n— 2)...(n— p) (/i— 2)(/i— 3)...(n— p) /i— -i 
i.2.3...p i.2.3...(/; — i) 1 

(/i--3)(n— 4)- • '{n—p} (n— i)(/i— 3) 

- --^ • » • 

I .2.3. . . (p — 2) I .2 

-h (^— (/l~3). .. (/l— 2/l-f-l) "| 
I .2.3. . . p J 

La quantite, entre crochets, que nous designerons par C^, peut en- 
core etre ecrite 

n — I 



c 



(n— i)(/i— 2). . .(n—p) {n — 2)(/i--3). . .{n—p) 2 



p 



1.2.3. ./7 1 .2/6. . .{p — I) 1 

(n— 3)(n-4)...(/i— />) \~ / \ 2 "7 



2 



1.2.3. . .(p — 2) 1 .2 



2* — 



(^)(-7--)(^-')-(^-/--0 ,. 

1.2.3...^ 
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Gela pos6f considerons {'expression 



n-*-l 



Cette expression, developpee par la formule du bindme, donne 

(2tf\" 2tf/l— I 2'tt' \ 2 / \ 2 / 

i4-«/ i-t-a 2 {i-huy 1.2 

I .2.3 

et 



-2'K»(l+«)-' ^ ' ^^ ' A^ U.. 



1.2.3 

Formons le terme en u^ de ce developpement. Ce terme general 
sera 



f (n--i)(n --2). . .(n 
I .2.3. . »p 



—p) (n — 2)(/i— 3). . .(n — d) n — I 

l|f» I ^ '-^ -^ ^ i ^ 2 

I.2.J...^ 1.2.0. ..(^ — Ij 2 

in — '^) (n— 4)- ' - in—p) \ 2 / \ 2 / 

1.2.3. ..(/I — 2) 1.2 

(n— 4)(n— 5)...(n--/?) \ 2/\2 /\a / 

1.2.3. ..(/^ — 3) 1.2.3... 



1.2.3...^ J 



ou Cp a''. 
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Mais Cp uf" est le terme general du d^veloppement en serie de 



/I — t n — \ 

n-1 



Or le developpement d'une pareille expression ne renferme que les 
puissances paires de u et* en supposant p un nombre pair, on aura 

,^ (^)(^-)(^-')-(^-f-0 

1 • 2 • O • • • *^ 



a 



Le coetBcient de x'' sera done finalemenl 



(n — i)(n — 2). . .(/I— ^) 



2 



ou encore 

( — i)*^ (n — i) (/I— 3)(n— 5). . .(n — 2p-M) 
2.4*6.../i (/I — i)(n — 3t)(/i — 3)...(/i — /i) 

et, donnant k/isuccessivement les valeurs de 2.^.6..., noustrouverons 

les coefficients des puissances paires de x^ et par suite 

■ 

Y — I ._ _____ ___ .i_ ___^___^_________ __ . . _i 

n— 2 2 (/I — 2)(n— 4m*^2* t'* — 2) (n— 4J('*"~6) 1.2.3 2* *"* 

s^rie convergente pour toutes les valeurs de x, et qui ne contient que 
les puissances paires de cetle quantile; mais Y2 se deduit de ¥« par le 
changement de a? en — j? : il en resulte done que Ya = Y, . 
En suivant la meme noarcbe que plus haut, on trouvera 

V ^r - r I X^ I IX* 

Y, = Y4 = X" H h , TT 7T 

L /l-f-2 2 (/l4-2)(/l-4-4)l.2 2* 

^ \ [_f:^ lo- 

(/H-2)(n-f-4)(/i-4-6) i.2.32> ' '"J 



(* ) n est & remarquer toutefois que la valeur de Y^ ne derive pas de celle de Y, par le 
changement de x en — x. 
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Avant d'aller plus loin, nous ferons d'ailleurs observer que ces va- 
leurs (le Y, et de Y, sont precisement celles que Ton obtient quand 
on developpe les solutions de Tequation ( i ) en series de la forme 

En effet, nous avons 

~ —aXx"^' -h^Bx^-' -hyilxf-' -^iDx^' -^, ., 

et, substituant dans Tequation (i), il vient 

a(a — «) A ^«-» + |3(P — n)B:cP-'-hy(y— /I) Car^-'-h 3(3 — n)D;r*-»-f-... 

— Ao:* — B:rP — CarT — = o. 

Faisons d'abord 

a = o, (3 = 2, y=4> 3=6; 

les conditions d'identite seront 

A4-3B(«— 2) = o, 
B-+-4C(n— 4) = o, 
C 4-6D(/i— 6)=:o, 



et, en faisant A = i , 



n — 2 2 



"' (/I — 2)(n.— 4)2 4 

D = 1 -'-., 

(n— 2) (/1--4) ('^ — ^) 2.4«6 



• I 



ce qui donne 



I x^ I I a:* 

n — 2 2 (n — 2)(/t — 4) *'^ ^* 

I I X* 



+ . .=Y,. 



(n — 2)(n — 4,' (" — **} 1.2.3 2' 
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FaisaDt ensuite 
les conditions d*identit6 seront 

A — 2(n-f-2)B = o, 
B— 4(/i4-4)C = o, 
C-6(/i4-6)D=o, 



et, prenant A = i, 



8 = ^4-^-' 
(n -h 2) 2 

t 
C = 



D = 



{wH-2) {/14-4) 2-4 

1 T 

(/i-f-2j (/i4-4)('H-^) 2.4.6' 



ce qui donne 

(/l-t-2) 2 (n-f-2)(/H-4) 1.2 2» 

I L__ f^ 1 — V 

■^' (n 4-2) (11-1-4) (/I -h(5) 1.2.3 2» ■^' -J — *>• 

Puisque Y| et Ys sont deux solutions de Tequation (i), Tintegrale 
generate de cette equation sera 

;^^=CY, 4-C'Y,. 

Cette integrate convient encore quand n est un nombre impair, positif 
ou negatir. Or nous avons trouve, dans le cas de n impair positif. 

Nous aliens montrer que cette integrate r^/i/re dans le type 

Y = CY, -t-CYa. 

Annalei de Vtcole Normale. a* S^rie. Tome III. 8 
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Considerons, en effet, la s^rie donnant la valeur de ¥« ; od peut 
Tecrire 

Y.=r.4.Ve', 

y designant le resultat que Ton obtient en faisant/y = n dand la suite 



-[ 



(/I — i)(n — 3)(n — 5)...(n— a^-hi) xi' 



(n — i)(n — a) (/I — 3)...(/» — p) i.a.3.../? 

(n--i)(n— 3). . .f/i— ap — i) x^^ 

(n — i)(n — a). . ,(n — p — i) i .2.3. ..(/>-hi) 

(n — i)(n — 3)...(n-'2» — 3) x^» l 

(n — i)(n — 2)...(ii — /> — a) i.a.3...(/>4-2) *"J 

et en se rappelant que j99 que nous allons faire^gal k n, est essentielle- 
ment impair. 

Apr^s la suppression des facteurs communs aux num^rateurs et aux 
denominateursy Texpression devient 



-[ 



[n — p — 2)(n — p — ^]. . .(n — ayi-f-i) x^ 



(/I— a) (/I — 4)---('* — P '^^) i.a.3.../> 

(n — p — '^)(n — p — ^).,.{n--^p—i) xp-^^ 

[n — i) [n -— ^). . ,[n — p — i) i.2.3...(/>-m} 

(n — p — ^). . ,(n— ip — Z) xP^^ 

(/I — 2)(n — 4 )•••{'* — /'"'O 1. 2. 3... (/>-!- a) 

(n — p — ^). . ,(n — ip —S) xP-^^ 

(n — 2) (/I — 4) • • • l'* "~ P '^ 3) 1.2/3. . .(p-f- 3) 

et, si nous faisons actuellement/' = /i, on aura 

(-2)(-4)(-6)...(-n-f-i) ^ 



] 



r (-2)(-4)(-6)...( 

[_ 1.3.5. ..(/I — 2) I. a. 3... It 

(— 5t)(— 4K..(-/i-f-i) (— n— I) :r ^' 

1 .3.5. . .(/I — 2) (—1) 1 .2.3. . .(/H-i) 

(-4)(-6)(-«+i) (-«-i)(-«-3) x^' 

i.3.5...(n — 2) ( — 1) 1.2.3 ..(n + 2) 

(- 4)(-6)(-/t + i) (-w-i)(-n- 3) (-/t-5) J?-^ ^ "I 

i.35...(/t — 2) (— Ol~~3) I .a. 3. .. (/I -4- 3) ' J 
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ce qui peut s'^crire 



n- I 



-p2.4.6. • fn — I) ^" r n-hi X (/i-|-i)(w -h 3) a:' 

^ 1 .3.5. . .(n — 2) 1.2.3. . .n L w-hi i (n-i-i) (n-f- a) i.a 

(n-f-i)(yt-4-3)(yi-f-5) a:» "I 

(#H-i)(/14-2)(/1-H3) 1.2.3 '^" J 

ou bien encore 

( ■» * " ^ r. « + ! ( /t + i)( n-4-3) J?' 1 

^ ' (1.3.5. . .n)» L '*"^-' (/i-l-i)(n-4-2j 1.2 J' 

et si nous posons 

^ '^ ri.3.5.../i)'~ ' 

nous aureus 
et par suite 

En repetant identiquement les memescalculs sur la serie qui donne Ya, 
nous trouverons 

et puisque 



il vient 



Y| Yiy Yj — Y4, 



2A 2 



La solution 



^ = C.Y.-+-C'Y, 
devient, par consequent, 

Si n est impair negatif, la meme analyse est applicable, et Ton aura 



Y,=j,-AY„ 
Y,=j.-+-AY,; 



8. 
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la solution 



/=C.Y.-4-CY. 



devieodra, par consequent, 



y=cy^-\-dy^. 



M. Glaisher donne aussi les valeurs de y^ et y^ developpees en se- 
ries illimilees en s'appuyant sur les formules 

^^ •^'" 1.3.5. ..(n-2) \:r dx) x' 

n— 1 



*^^ ^'^ i.3.5...(n — 2) \x dx) 



I d \ e 

— 9 
X 



qu*il a demontrees dans le Quarterly Journal of Mathematik. On pent 
les etablir comme il suit : les egalites ci-dessous font d'ailleurs sufB- 
samment comprendre la notation 

fi dy e' Ida* ^, ., ,, 

\^ dxj X X dx X 

\x dxj X X dx X dx X ' 

/i dye* \ d I d I d e* . . ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

\x dx J X X dx X dx X dx X ' 

Faisant successivement n = 3, 5, 7 dans la formule (3) et ayant egard 
aux relations ecrites ci-dessus» nous trouvons 



(-1)' . /i rf\'^ ^, 

i—iy/idye' ^( 2 ^^ \ 

1.3 \x dx] X \ i 1.2/ 

1.3.5 \xdx) X \ 5 1.2 5 1.2.3/ 
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Les seconds membres de cesegalit^s peuvent encore etre ecrits 



L" (5-1)^'^ (5-,) (5 -2). .2J 



e* I 



e'l I 



L 7— « (7-0(7 — 2)1.2 (7-,)(7 — 3j(7 — 3) 1.2.3J' 

nous reconnaissons les valeurs de ji repondant aux valeurs de 3, 5» 71 
attribuees a n. II s'agit de montrer que la formule (3) estyraie pour 
toutes les valeurs impaires de n : nous avons 



r- 



.1 n — i _, ^n — i) fw — 3). . .2 x^ I 

= ^| I — pa: — ...± ^ ^- — — — h 

[^ ** ' (;,^,)(n-2)...^ 1.2.3 (^)J 



et, si la formule (3) est exacte pour la valeur de n consideree, nous 
auronsy en designant la valeur du developpement par U^. |, 



«— 1 



/i d \ * e* ^^^ 

Quant au terme general de ce developpement, nous pouvons Tecrire 
sous la forme 



n — 1 



(— i) • [i.3.5...(/i — 2)]e»B^ar^^/ 

avec 

' (n— i;(n— 2j.. .(/i--;>; 1.2.3.../?' 

Le terme general de 



H-hi 



/i rf\ « «• 



c'est-k-dire celui qui en a/avant lui, contiendra x a la puissanc* 
— n-hp — a, et s'obtiendra comme il suit. 



OE l'integratiobt 



Considerons Tensemble de deux termes cons^cutifs de U« .« , savoir: 



II — 1 



(— i) » [I.3.5.. . (/I— 2)](Bp_,a:-'^i^' -f-B^jr-+/'). 

Prenons la derivee par rapport a x et divisons le resultat par x^ 
nous trouverons pour le coefficient du terxne general, ou de celui qui 
en a/y avant lui, 

(~i) « [i.3.5...(»-a)]6'[-B^.,-h(ii-/^)B^], 

et rempla^ant Bp_i et B^ par leurs valours 

(n— i)(/i— 3)...^/i— ap-f-i)(ii— p) 1 "I 
(/I— i) (n— 2)...(ii— p-f-i) (/*— /^) 1 .2. , . p J 

La quantite entre parentheses se reduit a 

(w — i)(n — 3). . .(n— a/i-f- 3) / n— up -f-i \ i 

(n — 1)(»— 2). . .(w — 2/? -+- i) \ p /i.2.3...(fi — i) 

(n—i) (/»— 3)...(n— 2p-h3) 1 

"^ (/»— i)(n — 2)...(»— /I 4-2) 1.2.3.. ./? 

iifn-+-i)f/i— i). . .fn— 2p -4-3) I 



w(/n-ij(/i — i),..n — /14-2 1.2.3. ./I 

le terme general de U„^t sera done de la forme 

I 

(— iy(— 1) « [i.3.5...(/i — 2)]n^*) 9— — '—-^ i- i , 

^ ^ ^ ' •■ ^ ^ (/H-i)n (w—i). ..» — /> -f-2 1.2.3... /> 

qui se d^duit de U„_i par le changement de n en n-h 2. L'^^galite (3) 

est done vraie pour toutes les valours impaires de n, puisqu*elle a 6te 
verifiee pour les valours 3, 5, 7 . . . . 

La formule qui dbnne y^ s'etablirait absolument de la memo ma- 
niere. 

Nous aliens actuellement former la valeur de yt en nous appuyant 
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sur la relation (3) qui vient d*6tre demon tree; mais nous simpliiierons 
considerablement les calculs au moyen de la remarque suivante : 

Si, dans Texpressiou — i nous faisons x^ = t, il vient 

^ """^ 

et, difTerentiantpar rapport a /, 

d c dx _ d ey^ 
dx X dt"" dt ^7 

Puisque, en vertu de la relation x^ =r /, on a 

dx 1 

dt 'JLX 

il vient 

I _rf^ «•_ d^ e^ 

X dx X "" dt J} 

Differentiant une seeonde fois par rapport a /, nous avons 



_rf I ^ c* rfx _ d} e^* 

dx X dx X dt " dt* J} 



fix 

remplaQant -^.par sa valeur, on arrive, en employant la notation el 
dessus, k la relation 



\^ dxj X dt* 



• • 



et, en continuant ainsi, 



( 



X dx) X dt^ j}^ 



« — 1 /t — 1 



\X dx) X 



2 



dt 



"-^slt 
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Cette traDsformation ^tablie, ^crivons le developpement de 

4- I.^ 1.2.3 1.2.3.4 

' /"i ^ __L . //» -f. . . . , 



1.2.3. ..2/1 I .2.3. . .(2|> -f-l) 

1 

et prenons les d^riv^es de Tordre de chacun des termes / % f. 



La derivee du premier est 



I .2.3. . ,ip 

H 

p 

(2;? — l)(2p— 3)...(2;> — /H-2) t • 



1 .2 .3. . .2p 

2 



/I— 1 



Si nous faisons successivement 



/i—i n-hi /1 4- 3 
p z=o, 1,2, J,. . . » 3 9 • • • ? 



nous trouverons 

Y"' 1.3.5. . .(/I— 2) / • 



n 
II - I 



pour p = Of ( — i) 



I ?Lzi 



2 



t 






pour p 



-t r .;-f^iXi,3.5 ...(n-4) / • 



pour/, = 2, (-,)» --_-^- 



2 « 



n 

"^ i>3xi.3...(/i — 6)^*~« 

w— 1 
2 • 



n 



•, / ,Mi.3.5x i.3...(n—8)/* • 

pourp = 3, -(-,)« ,.,,3,4.5,t> TU 

^ 2 « 
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n — I (n — 2) (n — 4)- • •3. 1 / 

pour/>= y 



pour/>= 



n-+-3 
pour /! = —-, 



1 .2.3.4-- 

n(» — 2) (n 


-4).. .3 


"—I 
a » 

1 


1 . 2.3.4* * * 

(ii-+-2)/j(n- 


-a)... 5 t^ 


I .2.3. . .( 


n + 3) 


2 « 



La d^riv^e de Tordre du terme f est 



1.2.3. . .2p+l 



II— i 



__ :xp{iAp^ 2)(2p— 4)>'«(^P— ^-^3) p — 5- 

1 .2.3. . .(2/1 + 1) 

et si Ton fait successivement 

5 n — 3 

/? = O9 1 , 2y O . . . > 

I'expression s'annulera, et nous n'aurons de termes k consid^rer qu'a 

n — I 



partir de/> = 



n— I (n— -i)(/i— 3). . .2 ^^ 
pour /? = ——, on a -^= — ^^ /•, 



I .2.O. . */v 



n -h I (n-f- i) (/» —i). . .4 . 

pour/, = -^, one ,,,,3^,(^4..,) ^ 

pourp=-^-, on a -^_^_^_-^^ /, 



Cela pose, il est facile de former la valeur dey, en nous reportant \ 

mnaUs de I'EeoU NormaU. i« S^rie, Tome HI. 9 
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la formule (3) et en faisant t=x^\ on obtient, apres une reduction 
facile, 



-4- 



/i — 2 2 (n — 2) (u— 4) 2' " -2 (/I— 2)(n — 4)('*— ^) ^' '-^-^ 

a:—' I 

(n-2)(ii-4j...3.i "^ /i-i 



j«»4-l 






2 

11 — 1 



( — i) * nx^ r I x^ I x^ J^ 

"*"(i.3.5.../»)'L*^'H-' 2"^(n-f-i)(n-h2) 2» i.: 



I j:* I 1 

. (»-m) {/n-2) (»-t-3) 2» 1.2.3 '"J 



La premiere partie du deuxieme membre de Tegalite ci-dessus est Y, ; 
la seconde est Y3 multiplie par un coefficient que nous avons deja ren- 
contre plus haut et que nous avons designe par A. II vient par conse- 
quent 

r.=.Y.4-AY3 

et de meme 

r, - Y. ~ AY„ 

ce qui est conforme aux r^sultats trouv^s plus haut. 

Nous venons de considerer le casou n est un nombre impair positif; 
s'il etait impair negatif, on partirait des valeursdej^, etdey4 que Ton 
elablirait facilement, comme iia ete fait ci-dessus. Ges valeurs sont 

( -')' ' /' rf\ • £, 

•^* 1.3.5. . .( — n— 2) \ar rf;r/ x^ 

(w-t-t) (n-H) 

(-»)" • l!_d\ « £2^^ 

^* 1.3.5. ..( — n — 2j \xdxj x^ 

formules dans lesquelles n doit etre remplace par un nombre impair 
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negatify et Ton arriverait aux relations 

^,^Y,4-AY., 

r4=Y.-AY., 

ce qui est egalement confornie aux r^sultats trouves plus haul. 



De I equation de RiccatL 
L'equation de Riccati est» comme on sait, de la forme 



en posant 



elle se transforme en 






I dy 

r dt 



(5) W^^'''" 

Si nous faisons actuellement 



1 



gz=- el xzzznfy 



nous aurons 

dt dx dt dx 



d 
dt 



V dx' \n I dx 



Deslors Tequation (5) devient, apres une reduction facile, 

d^y n — I rfr 



dx"^ X dx 



r- 



Elle admet les solutions/,, j^, exprimables en fonctions algebriques 
et exponentielles dans le cas oil n est un nonibre impair positif, et les 
solutions 7, et74 quand n est un nombre impair n^gatif. 
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m 

D^s lors r^quatioQ (5) admettra les solutions 

L g(v-0 9(?-0{2?)(29-«) 

(^— )(3g-i)(5g-i) ^ 1 

?(?-')a?(»?-«)(3?)(3?-i) ■■■J 

,._-"r , (7-0 , (^-0(3?-.) „ \ 

expressions qui sont termin^es quand q est de la forme — : » i itant 

suppose entier positif. Elle admettra les solutions 

•^ L g(?+0 7(g+')(a?)(29+0 J 

lesquelles seront ^galement des expressions termin^es si jf = r— • 

Telles sont les formules donn^es par M. Gayley dans le Philosophical 
Magazine de novembre i868. 

Quant a Tintegrale del'equation de Riccati, on Tobtient facilement; 
elle est en effet 

z = 



expression qui ne renferme qu'une seule constante arbitraire. 
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AU CONTACT DE DEUX LIQUIDES, 



Par M. J. MOUTIER. 



Deux theories bien distiDCtes ont el6 propos^es pour expliquer les 
phenom^nes capillaires. Dans la premiere, on admet que les liquides 
sonlenveloppes d'une sorle de membrane elastique, qui ofTre une ten- 
sion constante en tous les points de sa surface. C*est en suivant cat 
ordre d'idees que Young a obtenu pour la premiere fois Tequatioii 
de la surface capillaire; depuis de nombreux travaux ont remis en 
lumiere la notion de la tension superficielle des liquides, des expe- 
riences interessantes ont ete imagin6espourd^monlrer Texistence de 
cette tension superficielle. 

La theorie de Laplace fait dependre les phenomenes capillaires de 
Texistence de forces qui varient avec la distance, suivant une loi in- 
connue, et deviennent insensiblesa une distance sensible. Les resultats 
obtenus par Laplace ont 6te retrouv^s par Gauss au moyen d'une me- 
thode plus directe, qui fait disparaitre plusieurs objections ^levees 
contre les raisonnements de Laplace. La methode de Gauss, on le sait, 
consiste k exprimer que la somme des travaux virtuels de toutes les 
forces qui sollicitent le syst^me en equilibre est nulle. Cette somme 
est la variation totale d'une fonction 12, laquelle, pour Tequilibre, doit 
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etre un maximum. La recherche de ce maximum a el^ considerable- 
ment simplifiee par M. Bertrand (*) au moyen de considerations geo- 
metriques, qui rendent facile l*application de la theorie de Gauss. 

J'ai montre, daus un autre travail (^), que cette theorie rend ais^- 
ment compte des experiences sur lesquelles on a cru devoir fonder 
I'existence de la tension superficielle des liquides; toutefoisune ob- 
jection grave, si elle est exacte, a et^ soulevce contre la theorie de 
Gauss. 

€ Si a la surface du menisque* dans le tube capillaire, on fait arriver 
une petite quantite d'un autre liquide, celui-ci sesubstitue quelquefois 
au iiquide inf^rieur, mouille le tube a sa place et forme un nouveau 
menisque capable de soutenir un poids determine. De Ml une variation 
dans la hauteur du Iiquide soulev^. G'est ce qu'ont vu Young, en fai- 
sant arriver un peu d'huile dans le tube capillaire, et Quincke, dansle 
cas de I'alcool et de Teau, ou de Tessence de t^rebenthine et de Thuile 
d'olive. Dans ces deux derniers cas, les liquides employes ^tant mis- 
cibles Tun a I'autre, il n'y a pas, comme dans Texperience de Young, 
deux mcnisques superposes; il n'y en a qu'un qui est celui du Iiquide 
superieur, et le poids du Iiquide souleve est exactemenl celui que 
comporte la tension superficielle de ce Iiquide ('). 

> La theorie de Gauss conduit a admettre que, si plusieurs liquides 
sont superposes dans un m^me tube capillaire, la somme des poids des 
liquides souleves ne depend que de la nature du tube et de celle du 
Iiquide inferieur. Elle est done, au moins sur ce point, en contradic- 
tion avec Texperience ( ^ ). » 

J'ai ete conduit, d*apres cela, a reprendre Tetude des liquides su- 
perposes dans un tube capillaire. Ce Memoire estdivise en trois parties : 
j'indiquerai d'abord une methode rapide pour former la fonction 0, 
j'examinerai ensuite les liquides superposes dans un tube capillaire et, 
enfin, je chercherai Texplication de certains phenomtsnes observes au 
contact de deux liquides. 



(' ) Journal de Mathematiques purcs et applitfuei'Sy t. XJII, p. i85, 
(* ) Journal de Physique theorique et appliquee, I. I, p. 98 ; t. II, p. 27. 
(') DucLAVX, Theorie ^lementaire de la capillarity , p. 9. 
(*) Loe. cit,y p. 3. 
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I. Consid^roDs un liquide contenu dans un vase dont la forme est 
d'ailleurs laissee arbitraire. Designons par m, m',... les masses des 
divers elements du liquide, par M, M',... les masses des divers ele- 
ments de la parol, par 2 la distance de Tel^ment liquide ma un plan 
horizontal arbitraire situe au-dcssous du liquide. La force attractive 
qui agit entre deux elements liquides m, m', situes a la distance r, pent 
se repr^senter par mm' f[r)\ la force attractive qui agit entre Tele- 
ment liquide m et Telement de paroi M, situes k la distance R, pent se 
representer par mM F (R ) . 

Supposons que le liquide eprouve un changement quelconque et es- 
timons la somme des travaux virtuels relatifs au deplacement de I'ele- 
ment liquide m : 

I** Si Ton appelle 24-rfs la nouvelle ordonnee de Telement m, ^ 
Tacceleration due a la pesanteur, le travail virtuel de la pesanteur est 

— mgdz. 

2^ La distance de Telement m a Telement m' devientr -4- rfr, la 
force attractive qui agit entre ces deux elements effectue un travail 

— mm!f{r)dr. La somme des travaux virtuels qui proviennent des 
attractions du liquide sur Telementmestla somme des quantites ana- 
logues, etendue a tout le liquide. 

3^ La distance de I'element liquide m a Telement de paroi M devient 
R H- £^; la force attractive, qui agit entre ces deux elements, effectue 
un travail — mMF(R) ^R. La somme des travaux virtuels qui provien- 
nent des attractions de la paroi sur Telementmest la somme des quan- 
tites analogues etendue a toute la paroi. 

Appelons p la densite du liquide, p' la densite de la paroi, dv le vo- 
lume de Telement m, dy le volume de Telement M, 

mz=zpdv, M = pd\; 

la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui agissent sur m 
est done 

— gp dvdz - p'dv Cdi^f(r) dr — pp'dv frfVECR) rfR. 

Si Ton designe par (p{r) et par $(R) des fonctions de r et de R telles 
que les derivees de ces fonctions, par rapport a r et R, soient egales 
aux fonctions/(r) et F(R) cbangees de signe, 

/(r) = -9'(r), F(R)=-<I)'(R), 
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on peut coDsid^rer la somme pr^cddente comme la variation de la 
fonction 

--gpzdv-hp^dv I dv'(f(r)-^pp' dv lrfV*(R). 

Si Ton repete le mSme raisonnement pour tous les Elements du li- 
quide, et si Ton remarque que le travail virtuel correspondant au d^- 
placement de deux elements m et m' aura et^ compt^ deux fois, on voit 
aisement que la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui 
agissent sur le liquide est la variation de la fonction 

(i ) Q = - gp fzdv + ^ p» C Cdvdv'(f{r) -f- pp' f fdV rfv*R. 

PosonSy pourabriger, 

Gauss a indique un mode de reduction des integrales sextuples, S et 
S'f independant de toute hypothese sur la nature des forces/(r)et 
F(R)y puis il a suppose dans le resultat final que les forces cessent 
d'etre sensibles a partir d'une distance tres-petite ; on obtient le meme 
resultat, d'une maniere plus rapide, en introduisant immediatement 
cette derniere hypothese. 

i^ Appelons X la distance limite a laquelle deux elements liquides 
cessent d*agir, ou le rayon d'activit^ moleculaire propre au liquide, et 
negligeons tout d'abord les termes de Tintegrale S qui se rapportent k 
deux Elements situ^s a une distance superieure k X. 

Soient u I'aire de la surface libre du liquide, / Taire de la surface 
du liquide en contact avec la paroi. Imaginons, en tous les points des 
deux surfaces u et /, des normales a ces surfaces; prenons sur toutes 
ces normales, k partir des surfaces et du cdte du liquide, une lon- 
gueur X; les extremites de ces normales ferment une surface qui de- 
compose le volume (^ du liquide en deux parties, Tune interieure, dont 
le volume est f^o I'autre exterieure, dont le volume est ^2' 
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ConsideroDS d'abord un Element m du volume interieur i^i ; le point m 
est a une distance de la surface exterieure du liquide superieure k X, 
de sorte que la sphere decrite de m comme centre avec le rayon X est 
entierement situee a Tinterieur du liquide. La portion de I'integrale S 
relative au point /nest evidemment proportionnelle k dv et pent se re- 
presenter par Yidvj de sorte que la portion de S relative au volume v^ 
estK(^i. 

Considerons ensuiteun element mdu volume exterieur^a;le point m 
est k une distance de la surface exterieure du liquide inferieure a X, 
de sorte que la sphere decrite de m comme centre avec le rayon X est 
en partie exterieure au liquide. La portion de Tintegrale S relative au 
point m est alors egale a l^dv^ dimiuue d'une certaine quantite [idv^ 
provenantdu segment spberique exterieur au liquide, en le supposant 
rempli du liquide lui-meme. 

Imaginons sur la surface exterieure du liquide un element superfi- 
cicl o; circonscrivons a cet Element un cylindre normal k la surface 
exterieure du liquide, et menons deux plans perpendiculaires aux ge- 
neratrices du cylindre, k des distances de la surface exterieure x et 
a; + d!i7 : ces plans decoupent dans le cylindre un element de volume 
oi)^ et la portion de S relative k cet dement est 

(K — fjL)oiidx, 

Pour le cylindre circonscrit k relemenl, a> et compris dans le vo- 
lume ('a, la somme des termes analogues est 



Gt) 



(KX-fVrfx), 



or la derniere integrale est une quantite constante que nous repre- 
senterons par aa, 

I iidx = a% 

de sorte que la portion de S relative au volume exterieur i^a est 

jinnaies de t£coie Iformale, 2* Serie. Tooie III. ^^ 
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En reunissaat cette expression k la portion de S relative au Tolume 
interieur v, , 

Pour former cede valeur de S, on a neglige les termes de I'int^grale 
qui se rapportent a deu:i Elements situes a unc distance superieure a X. 
Pour deux elements places dans celte conditioD,/{r) ~ o par hypo- 
these; par suite f'{r)= o et f{r) devient constant, de sorte que la 
consideration de pareils Elements a uniquement pour elTet d'introduire 
dans la valeur de S un terme nouveau qui ne depend que du volume c; 
par suite, si Ton designe par c une constante qui depeade uniquement 
du volume du liquide, la valeur de S pent s'ccrire d^finitivement 

S = c— a'(/4-u). 

2° L* expression de S' se deduit immediatement de ce qui precede. 
En eOet, desi^nons par X' la distance limite a laquelle deux elements, 
I'un liquide et I'aulre solide, cessent d'agir mutuellement, et negli- 
geons tout d'abord les termes de I'integrale S' qui se rapportent k deux 
Elements situes k une distance superieure a V. 

ConsideroDSuniUment u situ^ sur lasurface t; circonscrivons k cet 
Element un eyliadre normal a la surface et menons du cdt^ du liquide 
deux plans perpendiculaires aux generatrices du cylindre a des dis- 
tances a; et jT + <^ de la surface : ces plans decoupent dans le cylindre 
UD volume adxet la portion de S', relative a cet element de volume, 
peut se reprdsenter par fi'tudx, en desigoant par p.' une quantite ana- 
logue k ft. • 

Pour toU8 les ^Umenls du cylindre considere, la portion correspon- 
daote de S' esl 



r 



mment, 

f*' rfjc = 6', 

a la surface t a pour expression €'/. 
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La consideration des Elements situ^s k une distance sup^rieure k X' 
conduit a ajouter, d*apres les raisonnements qui prec&dent» h la valeur 
pr^c^dente un termec' qui depend uniquement des volumes du liquide 
et de la paroi. 

Si Ton reporte les valeurs de S et de S' dans la relation (2) et si Ton 
d^signe par C Tensemble des termes constants, 

telle est Texpression de Q dans le cas d'un seul Uquide. Si Ton sup- 
pose maintenant qu'il existe deux liquides dans le vase et que Ton d6- 
signe par Qq et par Hi les portions de il relatives aux deux liquides, 
par p, la densite du second liquide, par |(r, ) la force attractive qui 
s*exerce entre Telement di^ du premier liquide et T^lement dv^ du se- 
cond liquide, situes k la distance r, , la valeur de Qo sera donn^e par la 
relation (1), en y ajoutant le terme 



oil W (rj designe la fonction primitive de vp {r^ ) changee de signe. 
En posantcomme precedemment 

Q* = -gpl fzdvS-iS'-S"]' 

Si Ton designe par s la surface commune aux deux liquides, par 7^ 
une constante analogue a S^, et si Ton remarque que la surface ext^- 
rieure du premier liquide est maintenant / 4- m -+- 5, la valeur prece- 
dente pent s'ecrire 

(3) Q# = C - grp r Tz dv -I- (a' - 2&) t'\-a}u -\- [a} - y»)sj. 

10. 
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De meme 

(4) Q. =C,- g^p.r r«rff.-«- («; - 26J) /.-HaJ ii,H-(aJ -yj) J. 

II existe entre les deux coDstantes 7^ et 7^ une relation fort simple ; 
en effet 

done 

Nous d^signerons, pour abreger, par Lo le liquide auquel se rap- 
porte Qof par L| le liquide auquel se rapporte il^. 

II. Supposonsque le liquide L4 soitcontenu dans un vase oil plonge 
un tube capillaire, et supposons que Ton depose le liquide Lo au-des- 
sus du menisque forme par le premier liquide L|. II est facile de de- 
terminer la surface terminale du liquide Lo» Tangle de raccordement 
de cette surface avec la paroi et Ic volume liquide soulev6 dans le tube 
capillaire, enappliquant la m^lhode fort simple indiquee par M. Ber- 
trand. 

Equation de la surface termincde. — Pour trouver I'equation de la 
surface capillaire terminale, il suffit de supposer que cette sutface 
eprouve seule une modification, en conservant le meme contour. Alors 
la variation de £i se compose uniquement de la variation de 



^ S9\ / -srfc 4- a}u\ 



Considerons sur la surface u un clement superficiel (i> limits par 
quatrc ligncs de courbure : soient o)' Telcment correspondant sur la 
nouvelle surface infiniment voisine de u\ t la portion infiniment petite 
de la normale k la surface u comprise entre les deux surfaces; R et R' 
les rayons de courbure principaux au point considere de la surface u. 
Supposons, pour fixer les idees, la surface u concave et admettons 
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qu'au point consid^re le liquide s'elfeve, par le fait du d^placement 
virtuel. 

D'apres un theor^me demontr6 par M. Bertrand dans son M^moire 
sur les surfaces isothermes orthogonales, 

/ /» I \ 

W M = — 61£ I 1 I • 

\R R'/ 

Si i'oD pose w£ = dv, la variation de 12 a pour valour 
(5, rfQ=_^pJ[._«.(^+2,)]rf,. 

Mais le volume du liquide restant le meme, la somme des travaux 
virtuels s*annule si Ton pose 

(6) ._«.(i.+J,)=x, 

en designant par X une constante qui depend de la position du plan 
horizontal arbitraire a partir duquel on compte Tordonnee z : nous 
supposerons que ce plan coincide avec la surface libre du liquide dans 
le vase et que les ordonnees soient compteesposilivement au-dessus de 
ce plan. 

■ 

Angle de raccordement . — Pour trouver Tangle de raccordement de 
la surface avec la paroi, il suffit de supposer que le liquide terminal 
eprouve, comme prec^demment, une modification, sans conservertou- 
tefois le meme contour le long du tube. 

Designons par u' la nouvelle surface terminale du liquide; elevens 
en tons les points du contour primitif de la surface u des normales k 
cette surface et designons, pour abreger, par S la surface determinee 
par ces normales. L'intervalle compris entre les deux surfaces u^ v! et 
la paroi du tube peut alors se decomposer en deux parties, Tune com- 
prise entre u, u' ctS, Tautre comprise entre u\ S et la paroi du tube. 

Considerons la premiere partie : en conservant les notations prece- 
dentes, la variation de il qui correspond a cette partie du liquide est 
donn^e par la relation (5); mais, d'apres Tequation de la surface capil- 
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laire (6), cette variation est nulle. II sutBt done d'examiner la varia- 
tion de CI qui correspond k la seconde partie du liquide. 

Gonsid^rons sur le contour de la surface u un Element rectiligne ds : 
designons par e la portion infmiment petite de la normale menee par 
un point de cet element k la surface u et limitee a la surface u'; desi- 
gnons par i Tangle sous lequel le liquide coupe la paroi. 

' i^ A r^lement ds correspond un accroissement de la surface libre 
e ds cot i. 

2? A Telement ds correspond un accroissement de la surface / 6gal 

« eds 
smi 
3° Au meme Element ds correspond un accroissement du volume 

du liquide egal k -e^dscoti. La variation de il qui correspond an 

changement de forme du liquide est finalement 

rfQ =. — fl^p I edsl-ez-^ : — +- a* ) coll. 

°'^J \2 cosi / 

Si Ton remarque que Tepaisseur e est infiniment petite et que dSl 
doit s'annuler, quel que soit e^ on trouve pour valeur de Tangle de 
raccordement 

26' — a* 



COS I = 



a' 



Volume liquide soulevi. — Pour trouver Texpression du volume 
liquide souleve dans un tube cylindrique vertical a section circulaire> 
considerons un Element (o de la surface u, limite par quatre lignes de 
courbure; appelons z Tordonnee d'un point de Tel^ment ek)» f Tangle 
que fait la normale k Telement avec la verticale. 

Le volume liquide souleve dans le tube au-dessus de la surface libre 
dans le vase est 

V = 2a)ZCOS9. 

Imaginons une seconde surface, obtenue en prolongeant les nor- 
males k la surface u d'une longueur infiniment petite £, dirigee du c6t6 
du liquide; designons par &>' Telement de la nouvelle surface corres- 
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pondant a co. D'aprfes le th^oreme cit6 de M. Bertrand, 



w' = w -H we 



(1 "^ R'j ' 



mais, en tenant compte de Tequation de la surface capillaire (6), 



a» 



(k)2 = — ( w' — w) -f- wX, 



e 



et par suite 



a» 



V— - (2w'cos9 — 2&)Cos<p)-t-X2&)COS9. 



Or 2 0) cos 9 et 2a>'cos9 sont les projections horizontales de la sur- 
face u et de fa surface infinimenl voisine; leur difference est la projec- 
tion horizontale de la zone determinee par les normales de longueur 
infiniment petite i, nienees suivant le contour de la surface terminale. 
La projection horizontale de cette zone a pour valeur Lecos^ en ap- 
pelant Lie contour de la surface terminale ou la circonference du tube. 
Si Ton designe par B la base du tube, on a finalement 

(7) V=ra»Lcosi + BX, 

Determination de la constanteX. — L'equation de la surface capil- 
laire, la valeur de Tangle de raccordement et I'expression du volume 
liquide souleve s'appliquent ^galement dans le cas d'un seul liquide. 
Dans ce cas, la constante X se determine par cette consideration : si le 
tube est sufBsamment large, la surface terminale du liquide dans le 
tube est plane a une distance suffisanle de la paroi du tube, et de plus 
cette surface est sur le prolongement de la surface libre du liquide 
dans le vase, 

rr H- g^ = O, Z = O, A = O. 

Dans le cas de deux liquides superposes, la constante X se determine 
d'une maniere analogue. 

Soient MN la surface libre du liquide contenu dans le vase; AB la 
surface terminale du liquide contenu dans le tube capillaire; CD la sur- 
face de separation des deux liquides dans le tube capillaire ; nous sup- 
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poseroDs cette surface CD placee au-dessous de MN. Desigoons par h la 
distance moyenne des points de la surface CD au plan horizontal MN, de 
sorte que le volume du liquide contenu dans la portion du tube situee 
au-dessous de MN soit 6gal a BA. 

Supposons que le tube s'elargisse et que le rayon devienne assez 
grand pour que les deux surfaces AB et CD deviennent planes dans 
leur partie moyenne, a une distance sufiisante de la paroi du tube, la 
hauteur h restant la meme. L'ordonnee d'un point de la region plane 
de AB devient, d'apres Tequation (6), egale a X; d'ailleurs les hauteurs 
des deux liquides au-dessus de leur surface de separation CD sont in- 
versement proportionnelles a leurs densit^s 

(X-»-A)p = Ap„ 

p 

L'ordonnee de la surface capillaire et le volume liquide soulev6 ont 
alors pour expressions 

V = a»Lcosi4-BA£^-^^- 

P 

Ces resultats peuvent s'exprimer d'une maniere fort simple. Menons 
a Tinterieur du tube un plan horizontal EF a la distance X au-dessus 
du plan horizontal MN. 

i^ Si Ton compte l'ordonnee de la surface capillaire AB a partir du 

plan horizontal EF, cette ordonnee a la meme valeur a* ("5'"+-4r) 

que si le tube capillaire plongeait dans un liquide unique, tel que EF 
fut la surface libre du liquide dans la cuve. 

2^ Le volume liquide ABEF a la meme valeur a^L cost que si le tube 
plongeait dans un liquide unique. 

Consequences. — Un autre cas a considerer est celui ou le niveau du 
liquide CD est plus eieve dans le tube que dans la cuve. 
Si Ton designe alors par h la hauteur moyenne du liquide inf6rieur 
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souleyi au-dessus de la surface MN de ce liquide dans la cuvc, les for- 
mules pr^cedentes sont immediatement applicables en changeant le 
signe de A, 

P 

Gette dernifere relation peut s'^crire 

(V — BA)gfp -h Bh gpt =a*Lgpcosi. 

Sous cette forme, on voit que la somme des poids des deux Uquides 
soulevis dans le tube capiUaire est constante et egale au poids du Uquide 
soulevi dans le tube capiUaire ^ lorsque ce tube phnge dans un vase qui ne 
renferme que le liquide superieur; r^sultat conforme aux experiences 
cities plus haut. 

Cette proposition renferme plusieurs consequences : 

i^ Lorsque la temperature d'un liquide souleve dans un tube capil- 
lairen'est pas uniforme dans toute Tetendue de la colonne» on peut con- 
sidSrer la colonne soulev^e comme etant formee de plusieurs liquides, 
ety dans ce cas, le poids total du liquide soulevi dans le tube ne de- 
pend que de la temperature ausommetde la colonne liquide. 

Ce resultat est d'accord avec les experiences de M. Wolf (*). Dans 
les recherches relatives k Tinfluence de la temperature sur les pheno- 
mfenes capillaires, M. Wolf cite les experiences suivantes : 

Si Ton chauffe la portion moyenne de la colonne liquide soulevee 
dans un tube capillaire, on observe immediatement une ascension du 
menisque. Cette ascension est k peu prfes egale k celle qui resulterait 
de la dilatation de la portion de colonne echaufTee. 

Si Ton refroidity au contraire, une portion de la colonne liquide sou- 
levee, le menisque s'abaisse. 

:2® Si Ton considere une colonne liquide soulevee dans un tube ca« 
pillaire et renfermant des bulles d'air a Tinterieur, le poids de la 
colonne liquide soulevee est constant et independant du nombre et du 



(') Annates de Chimie et de Physique, 3* s^rie, t. XUX, p. a43. 

AmuUet de VteoU Normale, 2* S^rie. Tome III. 1 1 
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volume des bulles d'air. Ce resultat avaitdeja ^t6 indiqu^, au inoyen 
d'autres consideralions, par M. Bertrand, comme une cons^queace de 
la Iheorie de Gauss. 

III. L'attention des physiciens est dirigee, depuis quelques ann^es, 
vers Tetude de nombreux ph^nom^nes observes au contact de deux 
iiquides diflerents et lies d*une maniere iDtime aux forces capillaires. 
M. Van der Mensbrugghe, dans deux M^moires remarqu^s (^), a re- 
sume Tensemble de ces phenomenes; il a fait connaitre un graud 
nombre de faits nouveaux et interessants, et de plus il a propose des 
explications fondees sur Texistence de 4a tension superficielle des 
Iiquides. 

La th^orie de Gauss conduit d'une maniere directe h Fexplication de 
ce genre de phenomenes. Dans le cas de deux Iiquides, la fonction O 
est la somme des fonctions ilo ^t ^i relatives aux deux Iiquides. 

12 — 12, H-Q,. 
Si Ton pose, pour abreger, 

Si Ton d^signe par i et i, les angles de raccordement des deux Ii- 
quides avec la paroi solide, par dm la masse d*un element liquide, Tex- 
pression g^n^ralede 12 devient, d'apres les relations (3) et(4)« 



12 



= C — \jzdm - F/ cosi h- F« h ( F -f- F, - 2G) 5 - F,/,cosi, -h F, ii.l. 



La fonction 12, pour Tequilibre, doit etre un maximum ; par conse- 
quent la quantite contenue dans la parenthese doit etre un minimum. 
La recherche de ce minimum est un probleme, en general, trfes-com- 



( • ) Sur la tension superfic.ielle des Iiquides considiree au point de vue de certains moupe^ 
mcnts observes a leur surface ( Memoires couronnis ct Memoires des savants etmngers, pu- 
bliespar I'Jcad^mie royale de Belgique, I. XXXIV, 1869; t. XXXVII, 1873). 
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plexe, dont la solution varie avec chaque cas particulier; nous exami- 
nerons quelques exemples. 

a. Considerons une lame mince constituee par deux liquides diffe- 
renls L et L, ; le liquide L s'appuie sur un contour plan horizontal et 
le liquide L, forme une lame mince a Tinterieur du premier liquide. 

Designons par U la surface to tale de la lame liquide, w -h i^, = U. La 

surface U conserve une valeur constante, le terme I zdm ne varie pas, 

t reste constant, /, = o, la surface s est negligeable devant U : alors la 

quantite 

¥u -uF, (U— a) 

doit etre minimum; par suite 

(F-F.)a 

doit etre un minimum. 
I© p ^Y^ • ^ gst minimum. 

20 F <F| ; west maximum. 

Ainsi la surface de la lame doit s'etendre du cote du liquide pour 
lequel la constante F ou F| a la plus petite valeur. 

b. Supposons que le liquide L| soit etale en couche mince k la sur- 
face du liquide L. 

Le terme / zdm ne varie pas sensiblement, t reste constant, /, = 0, 

la surfaces pent etre regardee comme sensiblement egale a i/,, etsi 
Ton designe, comme precedemment, par U la somme u +Uo qui reste 
d'ailleurs constante, on voitque, pour Tequilibre, la quantite 

(F.-G)i/. 

doit Stre un minimum. 

1^ F,>G; Ml est minimum, le liquide L, forme alors une goutte 
circulaire. 

2^ F| <G; W| est maximum, le liquide L| s'etale a la surface du 
liquide L. 

c. Considerons enfin une goutte d'un liquide L, deposee a Tinterieur 

d'un liquide L de meme densite. 

II . 
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Le terme j zdmne varie pas, / reste constant 9/4= o, a reste con- 
stant, 114 = 0; pour r^quilibre» la quantite 

(F-*-F, — 2G)* 

doit Stre un minimum. 

io F4'F| < 2G; s est maximum, I'^quilibre est impossible (^). 

2^ F + F| > 2G; s est minimum, la goutte est sph^rique; c'est le 
cas des experiences c^lfebres de M. Plateau. 

d. On peut deduire de la valeur de 12 (p. 82) T^quation de la sur- 
face de separation de deux liquides superposes dans un tube capil- 
laire ('). 

II suffit de supposer que cette surface ^prouve seule une modifica- 
tion en conservant le meme contour. Considerons sur la surface s un 
element superficiel o) limite par quatre lignes de courbure : soient tt' 
Telement correspondant sur la nouvelle surface infiniment voisine dei; 
€ la portion inGniment petite de la normale k la surface s comprise 
entre les deux surfaces ; R et R' les rayons de courbure principaux au 
point consider^ de la surface s. Supposons, pour fixer les id^es, la sur- 
face s concave, et admettons qu*au point consider^ le liquide 8*eife?e 
par le fait du d^placement virtual. 

Si Ton pose coe = e/^, on a, d'apr^s le theorfeme cit6 (p. 77), 

En designant toujours par p^ et p les densites des liquides infirieur 
et supcrieur, la variation du terme I zdm qui correspond k rei^ment 



(* ) Ce r^ultat a ^t^ indiqu^ d6j4 par Athanase Dupr6 au moyen d'autres considtoitioos : 
La diffusion a lieu toutes les fois que la force de reunion des deux fluides Vun opec Vautre 
sur/Hissc la moyennc arithmctiquc de leurs forces de reunion respectives ( ThSorie mica" 
nique de la C/talcur, p, 872 ). 

(^) Cotte question ct lasuivante ont ^t^ 66'yk Irait^ par M. Quet dans le cas d'un liquide 
contenu dans un lube capiJlairo ol soumis ^ Taclion de la vapeur qu41 ddgage {Rapport sur 
les progres de la capiliarile, p. 272 ). 
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de volume dv est ^(pi — /?) zdv. D*ailleurs les surfaces /, a, /«, u^ res- 
tent invariables; par suite, la variation de t2» qui correspond k la mo- 
dification pr^cedente, est 



c/£2 



= ~/[fir(p.-p)-8-(F-f-F.-2G)(i-f.l)]c/i;. 



Mais le volume reste le meme; cette somme s'annule, si Ton pose 



Fh-F.~? .G /i '\ ^^ 



en designant parXi une constante dont la valeur depend dela position 
du plan horizontal arbitraire a partir duquel on compte positivement 
les valeurs de z\ nous supposerons comme precedemment que ce plan 
coincide avec la surface libre du liquide dans le vase. 

Si Ton suppose que la surface de separation des deux liquides soit 
situee au-dessus de la surface libre du liquide dans le vase, la con- 
stante X| est determinee par la condition que la somme des poids des 
liquides soulev^s au-dessus de la surface libre dans le vase soit 6gale 
au poids du liquide superieur qui serait souleve dans le mSmc tube 
plongeant dans ce liquide. 

Le volume du liquide inferieur souleve au-dessus du vase est (p. 79) 

a J Lcosi' 4-BXi, 

en designant par 1^ Tangle de raccordement du liquide inferieur avec 
la parol. En appelant/^ le poids du liquide superieur, on doit avoir 

grp, (a| Lcosi'-h BX,) -h/> = g'pa*Lcosi. 

e. L'angle de raccordement i du liquide inferieur avec la parol se 
determine par des considerations analogues aux precedentes (p. 77). 

II suffit de supposer que la surface de separation ^prouve une modi- 
fication sans conserver le meme contour le long du tube. Designons 
par^' la nouvelle surface de separation des deux liquides; elevens en 
tons les points du contour primitif de la surface s des normales a cette 
surface et designons, pour abr6ger, par S la surface determinee par ces 
normales. L'intervalle compris enlre les deux surfaces 5, ^ et la parol 
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du tube peut alors se decomposer en deux parties, Tune comprise entre 
Sy ^ et S, I'autre comprise entree', S et la paroi du tube. 

Consid^rons la premiere partie : la variation de ilf qui lui corres- 
pond, est nulle d'apres Tequation de la surface de separation des deux 
liquides. 

Considerons ensuite sur le contour de la surface s un Element recti- 
Ugneda; designons par e la portion infiniment petite de la normale 
menee par un point de cet element a la surface s et limitee k la sur- 
face /. 

1° A Telement d<j correspond un accroissement de la surface de se- 
paration ed<jcoti\ 

2^ A Telement d<j correspond un accroissement de la surface /« ^gala 

-7-^ et par suite une diminution egale de la surface /. 
sm i' '^ ® 

3® Au mSme Element da correspond un accroissement du volume 
liquide inferieur egal 2l j; e^ da coW et par suite une diminution 6gale 
du volume liquide superieur. 

La variation de O, qui correspond au changement de la surface de 
separation des deux liquides est finalement 



dQ 



rr. / . ^ r^ ^ Fcosi — F.cosiil , ., 
-^- j [j-ezgip, - p) -I- Fh- F. - aG -f ^^^, j edacoiP. 



Si Ton remarque que Tepaisseur e est infiniment petite et que dH 
doit s'annuler, quel que soit e^ on trouve pour valeur de Tangle i% forme 
par le liquide inferieur avec la paroi, 



F, cos ii— F cost 
cosi^=^ 



F + F,-aG 
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DR LA 



THfiORIE DES SURFACES, 

Par M. Cn. BRISSE, 

Rl&ptoTBUR A l/iCOLE POLYTECHNIQUB, AGBI^G^ DR l'uNIVEBSIT^. 



Depuis Euler, la th^orie des surfaces a ^t^ expos^e de bien des ma- 
niferes diff<6rentes, tantot k Taide de TAnalyse ou de la G^ometrie pures, 
tantdt k Taide de Tune et de Tautre* Le tableau complet des progresde 
cette branche de FAnalyse appliqu^e a 6te trace par M. Chasles daos 
son Rapport sur les progris de la Gdomitriey et le nombre considerable 
de M^moires qui s'y trouvent analyses porte k croire qu'une exposition 
Douvelle, comprenant les r^sultats fondamentaux actuellement acquis, 
pourrait etre utile k ceux qui voudraient s'occuper de la theorie des 
surfaces. 

II semble nature d'^tablir d'abord ce qui est relatif a une surface 
quelconque consideree isolement, pour passer ensuite k la theorie des 
surfaces correspondantes et aux monographies. En outre, il convient 
de definir les elements introduits dans cette theorie par les geomfetres 
et d*en fournir les expressions ind^pendamment de tout systfeme de 
coordonn^es, avant de montrer les simplifications qui resultent d'un 
choix judicieux de ces syst^mes. Tel est Tordre que je me propose de 
suivre dans cette Exposition^ dont je donne ici les debuts, et d'oii j'ai 
exclu systematiquementtoute consideration geometrique. 

Dans la premiere Section, j'etablis k Taide d*une transformation de 
coordonnees lesformules relatives au deplacement le plus general d'un 
trifedre trirectangle, et j'en deduis la portion des formules de M. Go* 
dazzi qui est independante de la position du trifedre par rapport k 
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la surface. Jc prouve ensuite, h Taide de l*AnaIyse bien connue de 
M. Ossian Bonnet, que six fonctions quelconques satisfaisant k ces trois 
Equations d^fmissent toujours le deplacement d*un Irifedre autour de 
son sommet et n'en defmissent qu'un. 

En exprimant que le triedre a deuxdeses aretes tangentes k une sur- 
face, on trouve la seconde portion des formules de M. Codazzi en coor- 
donnees rectangulaires et en coordonnees obliques, sous la forme ou 
M. Laguerre les a donnees dans les Noiwelles Annales de 1872. J'ai d'ail- 
leurs ^tabli toutes mes formules dans Tun et Tautre systfeme de coor- 
donnees, en leur donnant le meme num^ro, et en affectant ce dernier 
d'un accent pour les coordonnees obliques. 

En exprimant que le triedre est forme par la tangente, la normale 
principale et la binormale d*une courbe gauche, on obtient, au lieu des 
formules de M. Codazzi, les formules de M. Serret. Gomme on a quel- 
quefois k diffSrentier ces formules jusqu*k un ordre assez ^ley^, je 
crois Stre utile en publiant les r^sultats que j'ai obtenus jusqu'au 
sixifeme ordre inclusivement, et dont je garantis Texactitude. J'en d6- 
duis plusieurs formules qui renferment, comme cas particuliers, quel- 
ques theorfemes de Geometric infinitesimale dus k M. Ossian Bonnet. 

Cette Section se termine pdr les formules qui donnent le plan oscu- 
lateur, le rayon de courbure et le rayon de torsion d'une ligne trac^e 
sur une surface, quand on connait Tangle sous lequel elle coupe les 
lignes coordonnees. Ces formules sont dues k M. Laguerre. 

Dans la deuxieme Section, je d^montre le th^orbme d'Euler, celui 
de Gauss relatif k la courbure, et celui de Meusnier. De T^tude des 
normales autour d'un point, je deduis ensuite toutes les expressions 
connues de la torsion g^od^sique, de Tangle de deux normales infini- 
ment voisines et de la courbure g^odesique. 

Dans la troisi^me Section, je definis les lignes de courbure, les asym- 
plotiques eties geod^siques, et j'^tablis leurs Equations diffiSrentielles. 
J'y donnele th^oreme de Lancret, et, d'apres M. Ossian Bonnet, Tappli- 
cation de la th^orie du dernier multiplicateur de Jacobi k Tintigra- 
tion des g^od^siques. 

Enfin, dans la quatri^me Section, j'etablis la th^orie des surfaces, 
lieux de normales, le long d'une courbe quelconque. 
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SECTION I. 

FORMULES GfeNfeRALES. 



(3) 



I. — Deplacement d'un triidre. 

1. Gonsiderons un triedre trirectangle mobile d'une manifere quel- 
conquedans I'espaceet, parun point fixe 0, meDonsdesparallMes O^n 
Ov7i, 0^, ases trois aretes danschacune deleurs positions. MenoDsega- 
lement, par le point 0, trois axes fixes trireetangulaires» etsoienta, h, 
c, a', h\ c\ a", h'\ c" les cosinus des angles formes paries droites 0§,, 
Oi3,, 0?, avee cesaxes. Sio:,, j,, z, sont, par rapport a 0£,,0>3,,OS4, 
les coordonn^es d'un point invariablement li^ au triedre, ses coordon- 
nees x, y^ z, par rapport aux axes fixes, seront fournies par les for- 
mules 

En passant de la position actuelle du triedre a la position infiniment 
voisinei ces formules donneront 

Idx — Xida-h Xi da* -+- Zt da" ^ 
dy = Xi db 4-^1 db' -f- z, rffc", 
dz — Xx dc -\'y\ dc' 4- z, dc" , 

Si Ton ajoute les equations (2), apres avoir multipli^ la premiere 
par a, la deuxieme par h^ la troisieine par c; puis la premiere par a\ la 
deuxi^me par b' , la troisicme par c'; enfm la premiere par a", la 
deuxifeme par h'\ la troisicme par c\ on obtient 

a dx-+-b dy-\-c dz={a da-^-b db -¥ c dc)xx -+- [a da' -{- b db' -h c dc')yx 

-4- (a da^-^b db" -h c d</)z,, 

d dx + b' dy-^e dz — {a' da-¥-b' db + c' dc)x, 4- (a' da'-\-b' db' -h c'dd)y, 

4- {a' da"-^ b' db" 4- ddc")z,, 

a^dx^Vdy-^-ifdz = {d' da ^ V db 4- cVc)x. + {a" da! -^ b\dV '\-(f dc')y, 

-i- (a^c/a'^4- b"db''-\^&'dc'')z,. 

Amnaiei de I'icole NormaU, a* S^rie. Tomo 111. 12 
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Or, en differentiant les relations 



a» -h 6» ^ c' —I, 




( a'a"4-6'6''-f6-'c''=:o, 


a'3^>t'» -he" — I, 


(5) 


1 a'^a -hft^i H-c-^c o, 


a^'-hb^'-hc"' -I, 




a a! hb b' -^ c c' = o, 



(4) 



il vient 

a da -¥- b db -h c dc =Oj 
(6) {afda' -hb' dV -f- c' rfc' =o, 



(7) \ a!' da -f- fc^'rf* -f- c'dc ==-(« rfa^4- ft rfA'' -h c rfc"), 



! 

( a Jo' -4- 6 d6' -+- c d&=z^(a' da -h fc'rfft -f-c' dc). 



Portons ces valeurs dans les formules (3), nous aurons 

a dx + b df -he dz=: — (a' da -hb'db ~h c'dc ) /, -f- (a da"-h b db^-h c dcf) z,, 

(8 ) \ d dx-vV dy-hc' dzz=: -^[a^da' + b"db' -h c"dd)z, -i- (a' rfa -f- 6' rfft -+- c' rfc )x,, 

a" dx-hb" dy -he" dz = -{a dd' ^b db" -he dc'*)x,-¥[d'da' -hb'^dV -hc''dd)y,. 

Si Ton ajoute les equations (i), apres avoir multiplie la premiere 
para, la deuxi^me par h^ la troisi^me par c; puis la premiere par a!^ 
la deuxieme par h\ la troisieme par c'; enfin la premiere par a"^ la 
deuxi^me par h'\ la troisieme par c'\ on obtient, eu egard aux equa- 
tions (4) et (5), 

I a x-h b y-h c z = Xi, 
a' x-hVy-hc' z=yu 
a" x-h b'y -4- c'^z = z, ; 

d'oii Ton tire 

a dx -hb dy-hc dz^^ — [xda -\-ydb -hzdc ), 
(lo) < a* dx-{- b' dy-{-c' dz-~ -- (xda' -hydb' -hzdc')y 

\ d'dx-h b'^dy -h c'^dz = - {xda'' -hydb" +zd&'). 

Portons ces valeurs, ainsi que celles de x^^y^^ z^^ dans les equa- 
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tions (8), et nous aurons 

xda -f-/rf6 -f-zrfc = -^{a!da -^b'db -^&dc ){a' x-\-b' y-^& z) 

-{ada'^+b rfft^ + c rfc-')(a^ar-+-6>-hc''2), 

I xda' -hydV -^'Zdd -sz ^{aTdaf -^b'^dV -\'C''dc')[arx-^Vy'¥(f z) 

— {a' da -hb'db '\-&dc){a a?+5^^-f-c z), 

x da" -hydb"" 4- zdc'' z=-h{a da^-h- b db^^c dc") {a x-hb ^-+-c z) 

- (aVa'4- b^db' -h c^dc') {a'x-^b' /H-c' z). 

En exprimant que ces formules sont des identites enx.y^ z, il vient 
done 



bdb" 


+ cdc')a". 


hdh" 


+ cdc") b". 


bdb' 


+ cdc')c"; 


b'db 


+ c'dc)a. 


b'db 


-hc'dc)b. 


b'db 


■+-c'dc) c; 



da = (a' da -h b'db -he' do) a' - {ada" 
db = (a' da -hb'db-h c' dc)b' - (adtf 
dc = {a' da -hb'db-ht/ dc) d - [ada" 

da' =[a''dd^b'' db'-\- c"dc')a''- (a' da 
(12) I db'z=:{a''da'-hb"dV-\-&'dc')b"-{a'da^ 

dc' = ( a^da'-h b" db' -h c^dc') c''^{a'da'{- b' db 

dar=z{a da" A- bdb^^c dc")a - 'oTda' \- b^db' 4- c'd(^)a', 
db''=[a da"-h b db^ + cdc") b ~ {a^da'-h b"db'-h c''dd)b\ 
dc=z [a da'-h b db' -h c dc") c - (aVa'-f- b^db' 4- c"dc')&. 

Telles soni les relations fondamentales qui vont nous permettre de 
passer d'une position quelconque d'un triedre trirectangle k la posi- 
tion iniiniment voisine. 



II. — Formules de M, Codazzi, 
2. Imaginons qu'un point decrive une surface quelconque 

et que a, ft, c, a\ V , c\ a", b\ c" soient aussi des fonctions connues 
de u et de v. Mors les expressions 

a'da-hb'db-hc'dc, ada" -^bdb" -hcdc", a"da' -h b"db' -hc^dc' 

seront des fonctions connues de u et de v. En les d^signant par 

12. 
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-+- Mrfa-f-Ncft', — Pdu—Sdify — Rfl?i£ — Qrf^, on aura 

a' da -h 6' db -t- c' rfc = + M rfa + N dv, 
(i3) {ada'''{'bdb''-\'Cdc''=^-V du-Sdv, 

cd'da! -h 6''d6' -h c"dc' =: - R rfa — Q rfi/, 

et les Equations fondamcDtales du mouvement du triedre deviendront 

da='¥ (Mrfa-4- Nrf(/) a'H- (P rfw -f- S rfr)a". 
db='¥ (Mrftt-+- Nrfi') 6'-+- (P rfa -+- S rfi'jft", 
dc =-+-(MrfttH-Nrfi^)c'+(Pda-f-Srf(')c^j 

do' = — (R rftt -f Qrf(')a*'- (Mrfa H- Nrfi; ) a, 
(i4) ( rf6' = -(Rrf«i4-Qrfi/)6"-(Mrfa-+-Nrf(/)6, ' 

rfc' = - (R rfa 4- Qrfi'jc''- (Mrfa 4- Ndt^) c; 

rfa^= — ( P dtt -+- S rft') a H- (Rrftt -+- Qrfv) a', 
dV' = ^ (P rfm- S rfi/) 6 H- (Rrftt -+- Qrfi/) 6', 
rfc'^^r— (Prfm- Srf(/)c-4- (Rrfw-+-Qrfc)c'. 

Si le sommet du triedre doit de plus coincider avee le point decri- 
vant la surface, son mouvement dans Tespace sera compI6tement d^- 
termin^. 

3. Nous allons chercher si, reciproquement, a tout syst^me de va- 
leurs de M, N, P, Q, R, S corrcwspond un mouvement determine du 
tribdre autour de I'origine et un seul ( *). 

A ceteffet, groupons les equations ( i4) de la maniere suivante : 

rfa = -4- ( Ma' -4- Pa") du + (Na' -f- 8 a") rfv, 
rfa' = ~{Ra"-^Ma)rftt-(Qa"4-Na)rft', 
rfa"=:--(Pa~Ra')rf«~(S a -Qa')rfi^; 

db =-+-(M6'-+-P6")(/w-f-(N6'H-S b")dv, 
(i5) ( rf6' = ~(R6"-f-M6)rftt-(Q6"-4-N b)dv, 

db"=- (V b -Rb' ) du- {Sb - Qfr')rfi^; 

dc =-h{Mc'-hVc'')du'h^^c'-\-Sc^)dvy 
d& =- (Rc"+ Mc) du - (Qc"4- Nc) dv, 
rfc''=-(P c-Rc'jrftt— (S c - Qc')dv. 

(*) Dans tout ce paragraphe 3, nous n'avons fait que reproduire textuellement Tanalyse 
donn^ par M. Ossian Bonnet dans son MSmoire sur la thSorie des surfaces appUcables sttr 
une surface donnie, oin il a le premier montr6 toute Timportance des formules de M. Codazzi. 
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Ges 6qaations Equivalent aux suivantcs : 



('6) l^ = -Ka"~ Ma, ^- = - Kb"- Mb, 



da 
du 

da 
du 

da" 
du 

da 
daf 



= + Ma' i-Pa", 



= — P a-f-Ra', 



= -t-Na'H-Sa*, 



du 

dh 
du 

db" 
du 



- -f Mfc'+P6", 



= _ p 6 J- R6', 



('7) ^ = -Q«"-Na, 



dv 

da" 
dv 



= _ S a + Qa', 



db 
dv 

db' 
dv 

dir 
dv 



= + Nft'+S6", 



= _Qfc"_N6, 



^-^b-^Qb', 



dc 
du 

d^ 
du 

dif 
du 

dc_ 
dv 

dd_ 
dv 

dc" 
dv 



= -l-Mc'+Pc", 



= -Rc''-Mc, 



= — Pc-f-Rc', 



= + Nc'-f-Sc", 



= -Qc'-Nc, 



:= — Sc-(-Qc', 



et Ton doit avoir avant tout 



4- ,'M «'-+-?«"; = 
dv ' 

-^.'Rn"-f-Ma) = 

4-'Prt-Rrt'; = 



4(S«-Q<; 



(.8) 



5- (M6'+ P 6") = ^ ( N6'+ S 6"), 
dv^ ' du^ ' 

\^^{Kb"-.Mb) 
^ (Pb-Kb') = 4-{Sb-Qb'r, 



= 5iI^Q*"-^N6). 



dv 



j/\ 



dv ' ' 



du 

d_, 
du • 



Nc'-t-Sc';, 



-;-(R^"4-Mc) = |-(Qc"+Nc), 



dv 



(Pc-Rc'}=^,-(Sc-Qc'), 



ce qui, en effectuantet remplagant les (lifTerentielles partielles de a, ci. 
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a", b, b', b", c, c', c" par leurs valeurs, conduit aux condition& 



- =^ = RS - PQ. 



'9) 



dM 


rfN 


dv 


du 


d? 


dS 


dv 


du 


dR 

dv 


rfQ 
du 



- ^ ^ MQ - RN, 



NP - MS. 



Supposons ces conditions remplies; on saitque, quelles que soient 
les quantitesM, P, R» il existe une infinite de syst^mes de valeurs de 
a, o^, a" satisfaisant aux equations (i6), et qu*en appelant ^i, a\f a\f 
a^j a\j a\, a,, a\, a^ trois de ces systemes, pour lesquels le determi- 
nant 

/Z| 03 ^3 

a', rf. rfj 
a\ < < 

soit different de zero, les valeurs les plus gen6rales dea, a\ absent 



(20) 



a rr: a, a, 4- «,«, -f- a, a^, 
a' — a, a, + aja^-h ajflj. 



^M 0^29 0C3 etant des fonctions arbitraires de r. 

Cela pose, assujettissons les valeurs precedentes de a, a\ a" k veri- 
fier les equations (17), nous aurons 



I da, 



doci 



"' dv ^ "' 1^ -^ "' dv 



= (+Na'.4-S<-^) «.+ (-HN«',+ Sa',-^)«, + (+Nfl^,+S/^.-^)a,. 



a 



, da, ^ , da. 



(21) 



' t/f 



+ «'.i--^< 



da^ 
da'. 



. da, . da, , da, 
' dv ' dv dv 



= f-Sa,+ Qa,- 



d(f, 
dv 



a,+ 



- Qa\ - N a, - ^^') «.+ (- Qa: - N«.- ^) «„ 
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Ces equations fourniront pour a^, as, at des valeurs convenables, 
c*est-a-dire des valours fonctions de {^ seuU si leur systems est Equiva- 
lent a celui que Ton obtient en les derivant par rapport a u, ai, a2f a,» 

4^> Z"'* Z^ Etant trait6s comme des constantest e'est-a-dire au systeme 
des trois Equations 



dai doLx . dai dxi . da^ da^ 
du dv 



-4- 



= U-N 



( 



du dv ' du dv 

dd, _ da', , rfN 

du 



du 



Srfj^"' 



-I- M- 



^dd^^^dd. 



N 



du 

dd, 
du 



du 

dd, 
du 



a 



^du 
rfN 



< 



du 



.ds> 
'^^Tu 

dS 

'^'dH 

.dS 
a,-. 



h 



dudv 

d?a,\ 
'dhTdij'^' 

d^a^ 



du du dv 



\ OCzy 



(22) 



da\ daci da\ dai dd, da^ 



du dv du dv du dv 



( 






au du 



' du dudv J ' 

''N d'd, \ ^^ 
dn dv] 

d'd, \ 
du dudv) *" 



"'dil- 

. dQ ^ dti 

"^dU-"'^- 



d(f, doLx dn\ doLz da\ doh, 
du dv du dv du dv 

= ^-^dii^^d^-'''dii 



( 
(- 



d. 



dQ d'd, 
du 



dudv J 



— S— 4-0^— a — -fa — 
du du ^ du ^ du 



at 



dOi 



^dd. dS J dQ 



dudv, 

d'd, \ 
dudv J 

d'd'A 



Orcelaalieu evidemment; eneffet, en multipliant la deu^Tieme des Equa- 
tions (2T)par M, la troisieme par P, et en ajoutant membre amembre» 
on trouve la premiere des equations (22), ouplutot ce que devientcette 
equation lorsqu'on y remplace les derivees premieres et seeondes des 
quantitEs a,, a^, a\^ a^, d,,y a^y a^, a.^, a^ par les valeurs dEduites de 
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la definition de ces quantit^Si et les d6riv6es ^ ' t-» 3^ P^^ '^^ va- 

leurs deduites des equations (19); de meme, en multipliant la troi- 
sieme des equations (21) par — R, la premiere par — M, et en ajou- 
(ant membre k membre, on trouve une equation equivalente k la 
deuxifeme des equations (22); enfin, en multipliant la premiere des 
equations (21) par — P, la deuxieme par R, et en ajoutant membre k 
membre, on trouve une Equation equivalente k la troisi^me des equa- 
tions (22). 

Ainsi il existe toujours une infinite de systemes de valeurs de a, 
a', a" verifiant les Equations (16) et (17), lorsquc M, N, P, Q, R, S sa- 
tisfont aux relations (19); de plus, siai, d^yd^, a^y d^, d^, a,, d^^ a\ 
representent trois de ces systeines> pour lesquels Ic determinant 



a 



at 



a. 



til 

«, «2 «3 

d, < < 



soit different de zero, les valeurs les plus generales des a, a% d' sont 



(23) 



a = at tti -h CC2 a2 -^ oc^ a^, 
a' =. cLx a', 4- «» a, -f- aj a'^, 
a''^: a, d^ -f- aa a* -h a, d^ , 



a,, OL^^ as etant des constantes arbitraires. On aurait de meme 



6 =(3, a, -hp,a,-hP3a„ 
(23) { 6'=(3,rf, -4-p,a;-f-P8fl'3, 



(23) I c'~y,flr',-f-y,a, -4-7,03, 



13|» jSa* (^a, 7,, Yat 7f 6tant six nouvelles constantes arbitraires. 
Ces constantes ne sont pas quelconques, car on doit avoir 



(^4) 






./': 



( 6c-+-6'c'-4-6"c^=:o, 

(25) I ca-i-c'a'-hc"a"=o, 

rtftH-a'6'4-a"6":iz:o. 



1 faut done encore en prouver Texistence' et montrer comment on 
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les obtient ; or, d'apres la definition meme des quantit6s a,> d^ , a\ , Ao, 
a,, d.^y a., a,., 0^(16)61(17), les six fonctions 

fla^j H- a, a'3 -f- a" a" , a^ a, -:- rfj a', -h 0*3 a* , ^i a^ -\- a\ a', !- a", a^, 

sont constantes. Posons done 

al-f-rt',' i-aV^A„ a.a.A'd^d, -\-d,d, -B„ 
aj -f- d/' h fl/- - A3, a, «3 I- a', a', -i- d^ d^ ^ B3, 

les relations (24) 6t (a5) deviendront 

Ai a] 4- Ajflfj -1- A^a] -:- 2Bi<X3aj H- sBjaaa, H- 2B,ai a, =1, 

(27) { A,Pf-+-A,p--^A3{3:,^-2B.p,p3-l-2Ba(3,p. -h2B,(3.p,:T:rf, 

Aiy! -*- Aay; -^ Aa/J -h2B,y,y:,-f- 28,73/1 ^- 2B,y, y, ^1, 

A.p.y, H-A, (3, y, -\-A,^,y, -i- B, (P^y. ?- Pay.O 

-f-B,(p3y. H-(3.y.;-^B3((3.y, H-p,y.) = o, 

A,y, a, -!- Ajyjaj -h A^yaa^-h B,(y2a, -^y^a,) 

-^B, (yja, -hyioc,) -h B3 (y, a. -H y, a, ) r=: 0, 

A, a, (3^ -i-Aaa,{3, -f-A3a3[3a-r-B.(a,j3j-T-a3|3,) 

H- B-. ( as (3. -+- a, P^ } -1- B3 (a, (3. -h a, p.) = o ; 



(28) 



«!> o^2f ^i* i3i» /Si* jSa. 7i, 7>, 73 sont done les coordonnees ?, vj, ^ des 
extremites respectives de trois diametres conjugues de la surface du 
second ordre representee par Tequation 

( 29) A, t -f A: rr -I- A3 ?' -+- 2B, n^ -I- 2 B, r^ r- 2B3 ^yj =: I . 

D'ailleurs ces coordonnees sont toutes finies, sans quoi la surface 
du second degre aurait une infinite de centres, et le determinant 

A. B3 B. ! 

B3 A, B, \ 

B, B. A3 I 

serait nuUcequi ne peut etre; car ce determinant, d'apres une pro- 

AtmaUs de VEcole Normale, 2^ Serio. Tome III. 1 3 
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pri6te coDOue, est le carre du'suivant 



<ll 


«; 


tti 


t 


d. 


d. 


< 


<f. 


< 



lequel n'estpas nul par hypothese. 

Ainsi il existe toujours des valeurs de ai, a2. a,,^!, jSs, jS,, 7«, 72, 73 
Y^rifiantles relations (a4) et (a5). On pent meme determiner une in- 
finite de systfemes de valeurs admissibles de ces constantes; mais il est 
aise de voir que ces diOerents systemes repondent aux differentes 
positions des axes de coordonn^es 0^, Ov}, 0^ dans Tespace. 

Gonsideronsy en eflet, un premier systbme de valeurs admissibles de 
^M «29^3> l3i> jSsi jSs, 7i, 72, 78> et proposons-nous d'en deduire un 
second tout a fait quelconque. J'appelle /, /', I" les longueurs des dia- 
metres conjugues de la surface (29) dont les extr^mites ont pour coor- 
donnees respectives les premiferes valeurs de a,, aj* ^a* l3i> ^^^ jSjt 
7u 73> 7t* Soient X, |x, v les cosinus des angles formes par le diametre 
de longueur /avec les axes 0^, Oyj, 0?; X', jui', v' les cosinus des angles 
formes par le diametre de longueur /' avec les memos axes; X", /x"", v" 
les cosinus des angles formes par le diametre de longueur V avec les 
memos axes, en sorte que Ton ait 

/ «. = />., (3. = /'X', y. = /"X", 
(3o) a, = /|^, p,= />', y.= />", 

Pour obtenir un nouveau systeme de valeurs de a,, aa, a^, ^1,^2* P»» 
7o 72» 78» il faut chercher les coordonnees ?, >?, ? des extr^mit^s res- 
pectives detrois autres diametres conjugues de la surface (29). Or» si 
cette surface etait rapportee aux trois diametres conjugues de lon- 
gueur/, /', l\ auquel cas son equation serait 

les coordonnees des extremites de trois diametres conjugute quel-- 
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conques auraient pour valeurs respectives 

/©', /'p', i'<T\ 

lm% /'p^ /"<7", 

t7, p, a, 9', p\ a, rs'\ p'\ a" satisfaisant aux six relations 

I©* -f- p» -f- <r' =1, / TST'c/'-t- p' p'^-h <r' (t''=o, 

By'--f-p'^-f-(r" = i, (33) I o^gj -4- p"p -f- (/'d =0, 

Gj"'4-p''-4-a'"=i, ( Gjcj'-+-p p'-f-o- (T' = 0. 

Done les coordonn^es par rapport auxaxesO^, Oiq, 0^ primitifs, c'est- 
k'dire les nouvelles valeurs de a,, aj* ^s* jSj* jSot Pa. 7m 72* 7s» sent 

a, ~ /cj X -{- /' p X' + {"(T X*" ~ a, cj -1- p,p -f-yi (t, 
a\ =lw /jH-/'p ix'-ht'(T /x" --aaCT -I- Pip -f-yaO", 
a, =lfn vH-/'p v' h/"c7 v"--ascj -5- Psp -^-ysor, 

(3', =/CT'XH-/'p'X'-^-r(T'X''^r.a.Gj'-!-p.p' -f-y,(7', 

(34) { P', .r/TiJ>4-/'p>' f-rVfx" -ra,m'-i-(3,p'-4-y,cT'. 

/, = /gj^X4- /'p"V-}-/"<y"X":i= a.o" -+■ (3.p" -+- y,<r", 
/, z= IxsfiL -f- /'p'>'-i- TdV ^ a, cj'' -K p.p-' -h y,<7', 
/, = /c/' v-4-/'p"v' -h/'Vv" -:i aaw" -I- Psp'^ -f- y,a". 

En portant ces valeurs a la place de a^, ^2, ffg. jS/, jS^, p,, 74» 73, 7, 
dans les equations (aS), on trouve pour a, 6, c, a', b\ c\ a'\ h'\ c" de 
nouvelles valeurs qui s'expriment en fonction des anciennes de la ma- 
niere suivante : 

a, =a,T!j-Hp,p-4-y, d, %s =:a,T!j'-+-j3,p'-f-y,a', c, =ra,nj^-4-p,p''4-yi0^, 

(35) { flf, = «,T!j-i-p,p"f-ya(x, ft', = ajCT'-f-p,p'4-y5(7', c',=:a,Gj''-f-p,p*'-f-/2(X", 
d, "a3CT + (3,p-+- y3 0-, il = a3ro' 4- P^p' -f-yae/, c", r^a^TD" -h p.p'' H- y,c7", 

en sorte qu*il suflit de substituer aux axes 0^, Oyj, 0^ trois nouveaux 
axes 0?', Oyj', 0?', faisant avec les premiers des angles dontles cosinus 
soient respectivement cr, p, o,rz\ p\ &^ vi'\ p'\ g'\ transformation pos- 

i3. 
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sihle d'aprcs Ics relations (32) et (33), pour que les premieres valeurs 
(le a, ft, c, a\ h\ c\ a", h'\ c" se changent en a,, i,, c,, a',, ft',, c, , 
rt* , ft''^, Cj. Done lesdiffcrenls systemes dc valeurs de a,, /3,, y,, ao, /So* 
72» ^sf i^a* 73 convicnnent bien a un meme triedre differemment place 
par rapport aux axes de coordonnees 0^, Oyj, 0?. 

4. Nous aliens maintenant particulariser le mouvement du trifedre, 
que nous avons laiss^ jusqu'ici absolument quelconque. 
Reprenons, a cet effet, les equations du sommet 

ct supposons qu'on en deduise, pour I'element lineaire de la surface 
qu'il parcourt, soil 

( 36) ds' — E» du' 4- G' dv\ 

soil 

(36 y ds' =: E» dit" + 2 EG cosaw du dv -+- G* d{;\ 

Dans le premier cas, les courbes obtenues en donnant respectivement 
\iiV et ^ M des valeurs constantes se coupent a angle droit, et Ton pent 
astreindre les aretes AX, AY, AZ du triedre a coincider respectivement 
avec la tangente a la courbe v ^ const., avec la tangente a la courbe 
u = const., avec la normale a la surface. Pour qu'il en soit ainsi, il est 
evidcmment necessaire et sulfisant que Ton ait 

Idx = aEdu -{- a'G dv, 
d/ = bEdu-h b'Gdv, 
dz == cEdu -{- c'G dv, 

ct qu*en outre les seconds membres soientdes diff^rentielles exactes; 
ce qui entraine, en tenant compte des equations (iG) et(i7), 

-7 l-GMrrjO, 

du 

ES -4- GR s= o. 
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Dans le second eas» lescourbes obtenues en donnant rcspectivement 
h {f etk u des valeurs constanfes se coupcnt sous un angle 200, etTon 
pout astreindre les arfet^ AX, AY, AZ du trifedre a coincider respecti- 
vement avec les bissectrices de cet angle et avec la normale a la sur- 
face. Pour qu'il en soit ainsi, il est evidemmentn^cessaire et suffisant 
que Ton ait 

Idx = a{Edu-\- Gdv) cosw -*- a' (Edu — Gdv) sinw, 
dx = b(Edu + Gdv) cosw -{- b'{Edu — Gdv) sinw, 
dz =c(Edu-\' Grfv)cosw-}' c' (Edu — Grfvjsinw, 

V 

et qu*en outre les seconds membres soient des differentielles exactes; 
ce qui entrainc, en tenant compte des equations ( 16) et ( 17), 

(dE _ rfG\ _i ^(^ ^\ _a(M^—\ — 

\dv du ) VBingo} \ dv ) \ du) ~'^' 

(38)' / IdE dG\ . _, /^ da)\ ^ /^ rfwX 

(GR -h EQ) sinw ~ (ES - GP) cosw =0. 

R^ciproquem^nt, si les conditions (38) ou (38)' sont remplies, les 
Equations (87) ou (37)' font voir qu'on obtient sur-le-champ par des 
quadratures lescoordonnees desdifferents points de la surface decrite 
par le sommet du triedre. D'aillcurs, les trois nouvelles constantes in- 
troduites par les quadratures n'influent en rien sur la forme de la sur- 
face; done, finalement, aun sysleme de valeurs de M,N, P, Q, R, S, E, 
G, CO v^rifiant les equations (19) et (38), ou (19) et (38)', correspond 
toujours une surface et une seule. Cest le resultat mis en evidence par 
M. Ossian Bonnet. 

Les Equations (19), (38) et (38)' constituent les formules de M. Co- 
dazzi . 

III. — Formules de M. Serret, 
5. Imaginons qu'un point decrive une courbe quelconque 

et que a, b, c, a', h\ c\ d\ b\ c' soient aussi des fonctions connues 



I02 EXPOSITfOrr awalttique 

de u. Alors les expressions 

a' da ^b'db-Jr d dc, ada" 4- bdb" -f- cdc\ a'' da' -{^ y'db' -f c"dc' 

seront des fonclions connues den. En les designant par -h M £?£i, — Vdu^ 
— Rcfti, on aura 

I a' da -^b' db-h & dc^-h Mrfa, 
a daT-^ b db"-^ c d&'= - P du, 
arda'-\- b'db'-^ c''d&= - R du, 

et les Equations fondamentales du mouvement du tri^re deviendront 

/ rfa = (Ma-4-Pa")rfM, da'= — {Ka''-¥}Aa)du, da''=-[?a--Ra')du, 

(4o) rf6=:(M6'-hP6")^tt. rf6'=-(R6''-f-M6)rfw, rf6''=-(Pft-R6')rf"* 
( rfc = (Mc'4-POrfa, do'=-(Rc''H-Mc)rftf, rfc^=:-(Ptf--Rc')rf«. 

Si le sommet du triedre doit dc plus coincider avec le point d^cri- 
yant la courbe, son mouvement dans I'espace sera completement deter- 



mine. 



On demontreraity comme au n^ 3, qu'k tout syst^me de yaleurs de 
M, P.R correspond un mouvement determine du trifedre autour de Tori- 
gine et un seul. 

6. Pour que les trois aretes du tribdre soient k chaque instant pa- 
rallels k la tangente AT, k la normale principale AN, a la binor- 
m<ile AL d*une courbe gauche, il est evidemment necessaireet sufBsant 
d'exprimer que AT fait avec sa position infmiment voisine A'V un 
angle ^gal k Tangle de contingence, que lecosinus d6 Tangle form6 par 
AL avec A'T' est infmiment petit d*ordre sup6rieur au premier, que AL 
fait avec sa position infmiment voisine A'L' un angle ^gal k Tangle de 
torsion. Or la seconde condition s'exprime par T^quation 

a" da -h b^'db -t- d'dc = o, 

ou parson equivalente(7) 

rtrfa^ -+- bdb'' 4- cdfi" = o, 
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c'est-a-dire que Ton a constamment 

P=o. 

Pour exprimer les deux autres» calculons les angles formes par cha- 
cune des aretes du tribdre avee sa position infiniment voisine, angles 
que nous designerons par les lettres £, t\ i". Nous aurons 

cose :={a -k- b,a)a -{-[b -r- Aft ) 6 4- (c h- Ac ) c, 
(40 \ cose'= (a'H-Aa')a'+(6'-i- A6')6'-f-(c'-i- ^d)c\ 

cost"= (a" 4- Aa") a!'-h (6"-h A6'0 b"-\- (c"-r Ac") c". 

Si Ton remplace Aa, A6, Ac, Aa', A6', Ac', Aa", A6", Ac" par leurs 
valeurs au troisieme ordre pres, et qu'on tienne compte des Equa- 
tions (4) et(6), il viendra 

16' := — {a d^a -\-b d'b -f- c rf'c ), 
e'» = - (a' d'a' -+- 6' rf'ft' + c' d'c' j, 
e''z=- {a"d'a" 4- 6"rf'6" 4- c^rf^c";. 

Or, des equations (6) differentiees, on tire 

a d^a -hb d^b -\-c d^c —^{da} -hdb^ -^-dc^), 
(43) < a'rf'a' 4- 6' rf'6' -f- c'e/='c' = - {da'' -hdb' -\- dc"), 

\ oTd^ar 4- tfd^b"-\^ c^d'c''= - {da*" H- rfft""-*- rfc" ), 

et, en remplaQant, on a 

!i^ z=z do? -f- db^ 4- dc\ 
i''=:da!^ ~h-db''-hdc'\ 
£'"=: da''' + dh-\- dc"'. 

Elevens au carre les equations (4o)» et ajoutons meinbrea niembre 

celles qui composent un meme groupe, les equations (44) devien- 

dront 

e ={W-\-V^)du\ 

(45) { g"=[V^'-^W)du\ 

e'"=:(P' 4 U=)rfa'. 
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Dans le cas qui nous occupe, on doit poser 

ds „ ds 

P~- o, e=: - - J £ - — > 

e& etant la differentielle de Tare, p le rayon de courbure et r le rayon 
dc torsion, ce qui rcduit les formules (4^) aux suivantes : 

P 

(46) { €" .-: (R' + M') du\ 



^•1 ^Rdu. 
r 



On en conclut d'abord 



(47) e'— rf5' (^^ -I- i); 

puis, posant 

/ a — cos a, a = cos?, a" = cos>, 

(48) <^ = cos(3, fr' — COST}, ft^^cosp., 

( c~cosy, c'i=cos?, c" = cosv, 

les formules (4o) deviendront 

, </* w , V. ds ds ^ f ^ ds ^ 

a cosa = — -cost, acosfc=: cosa cos A, acosA = — cost, 

p ^ p r r 

(49){c/cosp= —cosy}, acosr) — cosp cosfx, acosfx=: — cosifj, 

, ds . , ^ ds ds . ds ^ 

acosv— — cos?, rtcos?=:: cosy cosv, acosv = — cosC- 

' p p ' r r 

Ce sont les formules de M. Serret. 

7. Ces formules permettent d'exprimer les differentielles des divers 
ordres dcs cosinus des Irois angles a, ?, X, ou /3, 77, fx, ou 7, ?, v par des 
fonctions lineaires de ces memos cosinus doul les coefficients ne con- 
tiennentquc ds, r, p et leurs differentielles. La memo observation est 
applicable aux formules plus generales (4o). Yoici les resultats que 



OE LA THlSORIE DES SURFACES. 105 

Ton obtient jusqu'au sixifeme ordrc, en partant des Equations (49) ct 
en prcnant Tare pour variable independante : 

ds^ I ds^ 
rf*cosa = cosa-4- rfirf- cost cosi, 

(5o) ( rf»cosE zzz — dsd" cos a — A' ( — -*- -, 1 cosE— rfirf-cosi, 

I P \P' '^y '• 



(5.) 



/ 



(/'cosA = cosa -^dsd- cost cosX ; 

rp r r* 

rf*cosa= — 3 — rf-cosa — rfi — (A -4--, J — rf»- cosg 

P P L P \P^ '^Z pJ 

— rf*» ( - rf--f--rf- I cos>, 

\r p p /•/ 

d*cos$ = (/5 — (-,-♦- M — rf>i cosa — 3rfj' (irf--f irf-)cos5 

LP \P' W pJ \P P '• '/ 

rf>cosX = -rf5'(i;rfl4--rfi) cosa-&r^7V^)-rf»ilcos5 

I —3 — rf-cosA; 

\ r r 

..co..=.,.[i-(i..i)-,(.:)--i.i] 



cosa 



- ds \ 3</«»r(-. + M rfl H- -L rf i] _ rf» i I cos5 
I L\P' '7 P *•? '•J P I 

+ rf,.r*Yi+ '\ 3c/irfi_3rf,i_irf,i1cosX. 

Lrp \p' /^/ p r r p p rj 

d*cosl = ds\ds' [(-, + i.\ rfl + 1 rfil _ rf>i j cosa 

d'cosl = dA^(\ + i]-3dldl-ld'l-^d''-]c03a 

Lrp \p' f'y p r r p p rJ 

-.*J3*.[(l+i)<(i + JLrfi]-rf.ljc.,5 
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f d''C0Sa = 5dsA — \ ( -,-f- M rf-4- — rfi ---arfirf»----d*i} cosa 

• ( p Lap' ^J 9 'p rj p p p p) 

( LP Vp" 'V 9 \ 9/ r p r 

p\ ry vp' '^Z p '•p '•J P) 

rp rprppr) 



rf'cos? = rf,j«f.'[-^'(pi+i)' 



P \ P/ r p r 



(53) 



p\ rj \p' rV p rp r J p ) 

-l-5rfs' adi' I- -i-^l(-rfi + -rf-) — 7.d-d'- 

L Vp' W\p p »• '•/ p p 

— id-d}- d'- rf»- I cosf 

r r p p r rJ 

I I. r \p' I') r\ pj p p r 

r \ rJ rp p \p^ ry rJ r) 



^oos»=*.|*.[i(|.;,).i*i(i*a).i] 



-ed-d'-~id-d'l--d*l-^d*-\cosa 

pr^rp rpp r) 
( '' L\P '*/ '^ '•p pJ r r r r) . 
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(54) ..cos« = ^.j-f(l-.;.)V^{5(2.i)(.l)V^.I.i 

p'V r/ p Vp' r'J p rp' rj 

— 10 (rf'i) — iSrficP- d*-\cosat 

\ PJ P P P P) 

— 3d- rf-l d^d' -rf-rf' d-d"" 

p\ rJ 9 9 9 r 9 r r r p 

^-dld^i^(\^'-\d^l^±d^l]-^d^l\cosl 

9 r r \9 I" J 9 >'9 f^J 9) 
I '•pV r') lr9\ 9) \p^ r'l 9 r rp\ r) 

I /19 '^\^a' 1 /' I0\ ,^ ll 

-5rfid.i_,od'id'i_iorflrf'---d«i-lrf^licosi, 

pr P'' ''P'^PP'') 

(54) d^cos^ = ds\ds^[-ds^l^y-^ (^rfi+irfi^.i4rfi)+,5(rfi)' 

pVr/ rpr ppp 

^UU^l + ^^dld^l + i'-^+l-\d^l+'Ad^\-\-d^cosa 
r r 9 9 r r \ p* ^19 rp r J p ) 



4- 



...j.4_..,(i..)V3(^.|)(.i)v^.i.i 



4-3 



(p+^) ('^f) +7C-'"'^)'^'r?fe-'^')'''^] 



-i5c/-</'--io('rf'iV--rf'i-i5rf-d'--iof(/'iV--(/«i!cos2 
pp \P/PP '•'• \ rj r r\ ^ 

1 L \P' '7\'"P p p' r r- /-y »• P) P 

ppr rVp/ prp 

rp p r r r \ ^/ \P ''^/ ''J '') 

I*. 
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(54, ..cosX=..j-^^(-.l)V..[i^(.i)V6(i.l).i.i 

r\p» rV p rp\ rj 

p\p' r'j rJ 

_,orfie/.l_iorf'i(/'i-5rfld»i--rf'l--d«-ic08a 
pr P*" ''P''PP''l 

r\ pj rpp pprprp 
rp p \ '•/ r r r \p* r^J rj r) 

r r \ fj r r] 

• 

8. Yoici quelques resultats d^duits de ces formules, et dont nous 
auroDS besoin ult^rieurement. 

Ghercbons en premier lieu les difTi^rences de coordonn^es de deux 
points infinimentvoisins. De la formule 



dx 

-7-= cos a, 

as 

on deduit, par celle de Taylor, 

» J ds J ds j^ ds ,, 

6x = ds COS oc'\ d cosa -4- -^ a' cosa -♦- -^ a* cosa 

2 6 . 24 

ds . ds J. ds . 

H d* cosa -i a* cosa 4- f— 7- " COSa, 

120 720 5040 

en s^arretant aux termes du septieme ordre. Si Ton remplace cos a et 
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ses diffi§rentielles par les valeurs du n° 7» il vient 
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. ds" ds' ,1 ds' (\ \\ ds' . 1 ds' (, iV 
6p' op p i2op'\p» t^^J Sop p 40 \ P/ 



-77- -c/-4---rf--f-— d- 

i44p \p p *" p ''P '' 



dx= 



'ja p p i44p P 5o4op* \p' r7 

5o4opLp \ p/ r r p \p' r' ] p rp r p \ r) } 



COS a 



ds^ [1 ,\ T ,1 I t i\ f I 
loob \p* p ^9 ^9 ^1 9 

ds' / , i\' 



b4op p 336 p p 



2p b p 24 L P \P' *• / pJ 



120 p 4^ \p P '^ P ''P ''/ 



ds^ f. » 
720 p 



ds*^rds' 
720 



[T{?*^)'-TK)'-FHy 



'• p '^ \p '"^y p ^9 '•Jf 



5o4o 



p 1000 \p' r^/ \p' p H p rp r/ 

^*Lr3(rfiV^3rf:(rfiV-i.:2rfirf'i4-^dirf^i 

1008 L \ 9/ 9\^J999 r p r 



■4- 



6.1,1 2,1.1 / 3 2\ , T » ^ n 

r r p p r r \p». r'/ p rp rj 
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-^-^(^dl + ldl) 



120 Lrp \p' r^J r p r p p rj 



720 



L \r^ p rp' p p' r r^p r] 



4-( -.4rf3l_6rfid»i-4rf»lrf--irf*ll )C08l. 

\ rprp '•pP'^J I 

5o4o( rp \p.* r^y \j\r PI P V^ p) ^ p 

'^V p/ 'TV '•y p\p'"^'^y '•J 

rp ''P ''P P^'P'')/ 

Pour passer de do? h d/, puis a dz^ il sufHt de remplacer a^ ^9 X par 
p, >3, II, puis par 7, ?, v. 

ChercboDSy endeuxieme lieu, la distance rectilignede deux points A 
et A' infiniment voisins. On a 

et, en remplaQant ^x, 8y, $z par las valeurs precedentes, il vient 

7-7; , , ds* ds* J I ds* f I I \ 

i2p' i2p p 3bop^ \p' r'J 

ds* I J i\' ds" . I d^ ,1 
45 \ p/ 4<^P P loop' p 

72 p p 3oo rp \r p P rj loop p 

Extrayons la racine carree, nous aurons 

' 24P* 24p p 24op'\op' 5r'l 



90 \ P/ «op p "^ 96op^ p 

72orp \r p p rj i44 P p 3oop p 
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CherchonSy en troisifeme lieu, Tangle Y de la binormale en un 

point A avec la norniale principale en un point A' infiniment voisin. 

On a 

cos V= cosX cosg' 4- cosfx cosyj' -+- cosv cos?', 

et» par la formule de Taylor, 

cos V= COSX cos ^ -h cos /X COSY} + COjfV cos? + COSX JCOS^ + cos /JL JCOSYI 

-h COSV dcos? H (cosA rf'cos^ -h cos/i£^cosy] -h cosv cPcds?) -+-.... 

RemplaQons cosXcos^ -f- cosfxcosifj -h cosv cos? par z6ro, et les diffe- 
rentielles successives de cos^, cosiq, cos? par les valours du n^ 7, nous 
aurons 

,56, eosV=-'^-^l.*[^(i.l)-^l] 



-f- 



241 L\P' '•/ r rp p_\ r 

p> r r* r rp p p r pj r ) 

720 ( L \P '* / \P *■ ''P P '' ''/ 

35 , 1 ,, 1 , 60 , 1 , I 

H d-d*- H d-d*- 

r p p r r r 

^^5dUd^]\^(dl]\^dld*l 

P r p \p^ rV r rp pJ r) 

Cherchons» en dernier lieu, Tangle W de la normale principale en 
un point A avec la normale principale en un point A' infiniment voisin. 
On a 

cos W = C0S5 COS$' -f- COSTQ COSyj' -4- COS? COS?', 
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et^ par la formulc dc Taylor, 

cosW=:cos'$ -4-cos'y) -f- cos'?-l- cos^ rfcos^ -f- cosYidcosm 

-f-cosCrfcos^H (cos $d*cos^ + COS yjrf*cosyj-t- cos^d' COS $)■+-- •' 



1 .2 



RempIaQons cos* § + cos* iq -h cos^ ^ par Tunite, et les differenlielles 
successives de cos§, cosiq, cos^ par le3 valeurs du n^ 7, nous aurons 

(57) cosW=i-^Vl + lU*7irfl + irfi) 

24 L \p' r'J \p p r r) 

\PP '•'•/PP'-'-J 

**•<». ^ 6,1 6,1) 
r r p p r r ) 



IV. — Formules de M. Laguerre. 

9. Gonsideroos une courbe tracee sur une surface quelconque, et 
soient, comme au n^ 6, a, ^^ 7, §, yj, ^, X, /ji, v les angles que font avec 
les axes les aretes du triedre lie a la courbe ; soient de meme, comme 
au n^ 4, a, h^ c^ a\ h\ c\ a", h'\ c\ les cosinus des angles que font 
avec les axes les aretes du triedre lie a la surface. La position relative 
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Il3 



des deux trifedres sera d^termin^e par Tangle i de la droite AT avec la 
droite AXetpar Tangle u de la droite AN avec la droite AZ; de sorte 
que, en appliquant les formules d'Euler, on aura 



-f-ft cosp 
6' cos (3 
6''cosp 

6 cosyj 
ft'cosyj 



c cosy 
c'cosy 
c^cosy 

c cos? 
c'cos?: 



cos^ 
: sin /, 
o; 



sintiTsiniy 
— sincjcosi, 
-+•6" cosy) 4-c'^cosC=coSBj; 

— cos cj sin I , 

COSGJCOSI, 

sine. 



b cos/x -+- c cosv 
+ ft'cos/x-4-c'cosv 
6''cosfji-f-c"cosv 



/ a cosa 
a' cos a 
a" cos a 

a cosl 

(58) I a' cosl 

a" cosl 

a cosX 

a! cosX 

\ a^cosX 



DiiTerentions cesneuf equations, remplaQons^Zti, db^ dc, da\ db\ dcf, 
da'\ db'\ dc" par leurs valeurs (i4), rfcosa, </cos^, rfcosy, rfcosS, 
dcostiy dcos^, dcoslf dcos [i, dcosv par leurs valeurs (49) > cnfin te- 
nons compte des Equations (58); les neuf equations provenant de la 
differentiation se reduiront k trois distinctes : 

ds 

dxs =(Prfa4-Srfc)sin/^-(Rrfa-|-Qrft')cos/, 

r 

(^9) { — coscT rr:(Pe/M -hSrft'jcos/— (Rrftt4-Qe/(/)sin/, 

r 

ds 

P 

Ge sont les formules de M. Laguerre. Quant a Tangle e, il est lie a u et 
a V par les formules 



(6o) 



ds cos I = Erfii, d!s sin I = G dvy 



si les coordonnees sont rectangulaircs; par les formules 

(6o )' ds cos I = (Erfa -f- Grfv) coso), t/ssini = ( E(/w — Gt/i') sin oj, 



si les coordonnees sont obliques. 

AnnaUi <U VEeoh NormaU. a* S^rie, Tome 111. 
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Des formules (38) et (60), (38)' et (Go)', ou deduit les suivantes 



(61) 



(61/ 



du =^ 

dv =: 

E 
G "" 

du 

sin I 
cost 



ds cos I 
ds sin I 

R 

-"S' 

Gcosi — Scos/ 



£ sin i 
Edu 



Ksini 
Hdu ' 



du =2 

dv = 

E _ 

G ~ 

du 

sin I 



^/5 sin (6)4-/) 
Esin2&) ' 

Asin(&)— /) 
Gsin2Gt) 

Pcosw-hRsino) 
Scosco — Qsinot)' 

Gsin(w4-i) _ Scosw — Qsino) sin(ft) -f- 1) 
Esin(&) — /) """ Pcosw-i- Usinca sinl<a — i)' 

Erfa— Gdv sinw 



cosi "~ ¥,du ■+- Gdv cosoj 

_ (Pcosw -4-Rsinck))rfM— (Scoscj — Qsinot)) dv sinu 
(l*cos&) -t-Rsinw)£/a-+- (Scosot)— Osin&))«if(/ cosw' 

qui uous serviroQt pour des transibrmatioDS ulterieures. 



SECTION 11. 

feTUDE DUNE SURFACE AUTOUR D*UN DE SES POINTS. 



I. — Theoreme d' Elder. 

10. Considerons une serie de courbes issues d'un point A d*une sui* 
face et dont les plans osculaleur sconliennent la normale en A; leurs 
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rayons de courbure seront lies k leurs directions par la deuxi^me des 
equations (Sg), oil cosbt est remplace par Funile : 

(6a) — =(Prftt-hSrfi')cosi— (Rrfw 4-Qrfc)sini. 

r 

Eliminons du et dv k Taide des equations (6i) et (6i)S et divisons 
par ds\ nousaurons 

63) — =GPcos>i-f-(ES-GR)sinicosi-EQsin»i, 

et 

(63)' ^^^'"^^ = (ES -+-GP)sina)Cos»/ 
— [(ES — GP) cosw + (GR4-EQ) sinw] sini cos 
— (GR — EQ)cos&)sin»«. 

Or on saitt par I'algebre elementaire, que le second membre de ces 
equations est susceptible d'un maximum et d'un minimum pour les 
deux valours de Tangle i donnees par la formule 

ES-GR 

(64) ^«"«^«=GF:r£Q^ 

et par la suivante 

( ES - GP ) cosM -4- (GR -f- EQ ) sinw 



(64)' lang2a= — 



(ES-f-GP)sin« -♦-(GR— EQ)cosw 



Soient pi et p^ les valeurs de p deduites de Tequation (63) ou de 
I'equation (63)', lorsqu'on y remplace i paries valeurs de a tirees de 
r^quation (64) ou de Tequation (64)'; on a 

— = GP cos» a -4- (ES — GR) sin a cos a — EQ sin* a, 

(65) { "' 

EG 

= GP sin»a — (ES— GR) sinacosa — EQcos'a, 



P» 
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Ct 

EG sin 2 Gi) ,na . rtTk\ . « 

=(ES + GP)sino.)COS'a 

Pi 

— [(ES--GP)cos&3H-(GR4-EQ)sin&)]sinacosa 

— (GR—EQ)cosa)sin«a, 

(65)' ( 

EG sin 2 01 ,^o r.«x . . , 
= (ES -f- GP) sino) sm'a 

[(ES — GP) C0S6) -+- (GR-4-EQ) sinw] sinacosa 



— (GR— EQ) cosw cos'a. 

POSODS 

(66) i = tx-hO 

dans les equations (63) et (63)'; multiplions respectivemcnt par cos^O 
et par sin^d la preniiere et la seconde des Equations (65) et (65)% ct 
ajoutons-les membre k membre avec les equations (63) et (63)'; nous 
aurons, en tenant compte des relations (64) et (64)% 

(67) 



P P« h 

G'est la formule d*Euler. On donne le nom de sections principaks 2i 
celles qui correspondent aux rayons de courbure pt et /s,, et dont les 
directions sont denudes par Tune des formules (64) ou(64)% 

II. — Theoreme de Gauss. 

11. II reste k calculer les rayons de courbure principaux p^ eip^. A 
cet eflet, 61iminons a entre les Equations (64), (64)' et les equa- 
tions (63), (63)', oil Ton remplace prealablemenl i par a; les valeurs 
cherchees seront fournies par Tequation du second degre 

,.0, I GP-EQ I . RS--PQ 

ou par la suivante 

/6ft ' i ». (ES ■+■ GP ) sincj — (GR — EQ ) coso ) i^ _ RS — PQ __ 
^ ^ p' EGsin2&j p EGsinacj'"^* 
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On en tire 

(a ^ ' RS~PQ .. ., I RS-PQ 

et, en remplagant RS — PQ par sa valeuMiree de la premibre des equa- 
tions (19), 

rfM_rfN rfM rfN 

^^^^ p^p,-^ EG ' ^'"^^ ^~*~EGsin2a)' 

Mais les formules (38) et (38)' donnent 

/ ,. I rfE / -, rf&) I fdE dG\ 

i M=— rr -7-' I M = 4-;v- + 77-: "T C0S2W -7- 5 

^ G c/c 1 aw Gsinao) \av du I 

(7O < (70' 

' I rfG Ki rf« ' /^G rfE\ 

E aa \ dv Esin2 6i) \a£^ dv j ^ 

on a done, en definitive, 

EG _ _ rf^ A rfE\ _ rf_ A rfG\ 
^ '^ ^ p.p. ~ f/i' VG rfi' ] du \E rf// j ' 

ou 

, „ EG sin 2 w rf rrfw I /rfE rfG\l 

' Pi Pi dv\jdu Gbin2a) \a(/ du) \ 

_ rf^rWw 1 /rfG c(E\l 

rfMLrfv E sin 2 0) \rfw dv) \ 

II en resulte que Texpression — ne depend que de E, G et w, et 

conserve sa valeur dans les deformations de la surface qui n'altbrentpas 
ces trois fonctions. C'cst le theoreme de Gauss, qui a desigoe cette 
expression sous le nom de coiirbure spherique de la surface. 



III. — Thdoreme de Meusnier. 

12. Les rayons de courbure de toutes les sections normales d'une 
surface en un point etant connus, proposons-nous de trouver les rayons 
de courbure des sections obliques. 

Le plan osculateur de la courbe consid^r^e coupant le plan tangent 
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k la surface en A suivaDt une droitc AT, si Ton designe par i Tangle 
que fait AT avee la droite AX, par rs Tangle de la normale principale 
de la courbe avec la normale a la surface, par p' le rayon de courbure 
cherche, la deuxieme des equations (Sq), traitee comme au n^ 10, 
donne, par cotnparaison avec les equations (63) et (63)', 

, -, I COSGT , 

(73) - = — r— ow p=p COS w. 

9 9 

Le rayon de courbure de la section oblique est la projection ^ sur leplan de 
cette section^ du rayon de courbure de la section normale tangente a la 
section oblique. 

Ce th^oreme, du k Meusnier, complete Tetude de la courbure au voi- 
sinage d'un point. 

IV. — Torsion gdodisique. 

13. Occupons-nous maintenant de la distribution des normales. A 
cet effet, et pour profiter des formules du n® 7, consid6rons, a partir 
d*un point, les courbes dont les normales princi pales coincident avec 
celles de la surface. Ces courbes, qu'on appelle geodesiques, ayant en 
tons leurs points leur plan osculateur normal a la surface, satisfont a 
Tequation differentielle 

(74 ) di •+- Mdu -f- N rfc r= o, 

obtenue enfaisant sinz7= o dans la troisifeme des formules (Sg). Cette 
equation montre qu'on pent se donner arbitrairement du et di^^ ou 
tangi, et qu'alors di est determine. On en conclut que, par un point, 
passentune infinite de geodesiques, dontchacune est d^terminee par 
sa tangente en ce point. 

14. Proposons-nous de trouver Tangle form^ par la normale k la 
surface en un point {u -f- du, v -f- dv) avec le plan normal a la surface 
au point [u^ v)^ dont la direction est determinee par le rapport de du k 
dv. Pour cela, faisons passer une geodesique par les points (u, v)^ 
(a+ du, i^-^d\^)\ elle sera, d'apr^s ce qui precede, tangente au plan 
normal en (u, f^), et Tangle cherche sera le complement de celui d^si- 
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gDe par y au n^ 89 et dont la formule (56) dooDe Ic developpement. 
En le designaol par t^ et en se limitant aux termes du premier ordre> 
on aura done 

(75) ' = -'-^' 

D'autre part, la premiere des formules (Sg) donne, en y faisant 
dz9 --^ o, 

(76) - — = {Vdu -4- Sdv) sini -\- {Kdu h- Qdv) cosi, 

r 

d'oii 

(77 ) / = ( Prf« + 8dv) sin/ + (Kdu ■+■ Qdv)cosi. 
RemplaQODS du et dv par leurs valeurs (6i ) et (6i )', il viendra 

(78) / = ^[ESsin»tH- {GPH-EQ)sinicosi M-GRcos'i], 

H- [(ES-i-GP)sinw-f- (GR— EQ)cosw]sinicos/ 

-4-(GR4-EQ)sinft)Cos'/|, 

ou, en vertu des formules (38) et (38)', (64) et (64)', 

(79) '=— ds=r-. sin2(i — a), 

^'^' Esinaa ^ ' 

. M , ^ (GR-f-EQ)sinw ... , 

(79)' ' = — a^W-: ' sm2(i — a). 

'^' EGsm2aiSin2a ^ ' 

Or, en retranchant membre a membre les formules (65) et (65)', et 
en tenant compte ^galement des formules (38) et (38)'» (64) et (64)', 
on a 

I i\ 2R 



(80) E 



,pi Pi J sin 2a 



o V i7n . I ^ ^\ 2fGR-+-EQ sma) 

^80/ EGsm2co ■ -, — 

' ^Oi p,/ sm2a 
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done, par comparaison avec les formules (79) et (79)', 

(81) t^^'lll-l-^L] sin2(/-.a). 

Cette formule et rintroduction, dans la theorie des surfaces, du rap- 
port -r^ appele torsion geodesique par M. Ossiao Bonnet, sont dus a 

M. Bertrand. 

On voit que la torsion g^odesique est nulle suivant les sections prin- 
cipales, et qu'elle a meme valeur, au signe pr^s, pour deux directions 
rectangulaires. 

15. Au lieu de faire passer une geodesique par les points {u, {^), 
[u -f- rfw, V'hdi^)^ faisons passer une courbe quelconque tangente au 
plan normal en {u,v). La premiere des formules (69), appliquee k 
cetle courbe, donnera, par comparaison avcc Tequation (77), cetle 
nouvelle expression de la torsion geodesique 

^ , ds 

(82) tzzzdm J 

due a M. Ossian Bonnet, et qui a d'importantes consequences. 

V. — Angle de deux normales infinimcnt voisines. 

16. Proposons-nous dc Irouver Tangle forme par les normales en 
deux points infiniment voisips (w, r), {u 4- du, v -h dv). Si Ton fait 
passer une geodesique par ces deux points, cet angle ne differera pas 
dc celui designe par W au n® 8, el dont la formule (57) donne le 
developpemenl. En le dcsignant par n, et en se limitant aux termes du 
premier ordre, on aura done 

ou, en remplaQant— par sa valeur tiree de I'equation (81 ) et — parsa 
valour tiree de Tequation (67), 

(83) «»^rf,» p"^'<(-"U'^'"^<r"] . 
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On peut remarquer que les deux prcmiferes formules (Sq) donnent, 
pour la geodesique consid^ree^ 

=(Prf«-4-Srft )sini -{-{Kdu -hQdv)cosi, 

r 

• • 

* = (Prfw-f-Srfi/)cosi-(Rrfii-+-Qrfi')sin/, 

P 

d'ouy en elevant au carre et ajoutant, 

(84) n*=z{Pdu-hSdvY-h{RdU'^Qdvy. 

^liminons ^a et ^t^a Taide des relations (60) et (60 )\ il viendra 
(85) n^=ds^l — g; — cos'i -f-a — ^ sintcosiH i^ sinH, 

(85/ /t'=;r^i^[^--.gr-sin^(«-^0-4-^ E^ '^ sin(a) + Osin((>)^0+--Qr^sin>(^'-ijJ 

Enfin^ si Ton fait passer par les deux points (w, ('j, (a-f- rfw, ^^4-0?^) 
une courbe quelconque, les Equations (Sg), appliquees k cette courbe, 
donneront, par comparaison avec Tequation (84), cette nouvclle ex- 
pression 

(86) „.= (rf,_l*yH.rf,:9^, 

due k M . Ossian Bonnet. 



VI. — Courbure gdoddsique. 

17. Une iigne quelconque etant tracee sur une surface, si Ton projotte 
la courbure de la Iigne sur le plan tangent a la surface en un point A 



de cette Iigne, on obtient une derniere expression relative a la 

forme qu'affecte une surface autour d'un de ses points, et dont M. Ossian 
Bonnet a, le premier, signale toute Timportauce. Cette expression, nulle 
en tons les points d'une geodesique, a ete designee par M. Liouvilic 
sous le nom ^lQ courbure geodesique; nous allons en calculer I'expres- 
sion dans le cas d'une courbe quelconque. 
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Dela troisifeme des formules (69) 

(87) sincT = rf/-4-MrfM-f-Nrfc, 

P 

on deduit, enremplaQant M etN par leurs valeurs (71) et{']i)\ duet 
dv par leurs valeurs (60) et (60)', 

rfE rfG 

(88) __=_--4-_cos,-ggsm*, 

rfG\"lsin((t)-4-i) 



,oox/ sincj rf/ rrfw I /rfE rfG\lsin(( 

^ ' p £^5 |^ai« ijSiU2Gt) xai' ^^1 J ^si 



sin 26) 



rrfw I /rfG _ , flOEX"! sin(&)-i) 

\jiv Esin2(k) \£^a ^^/J Usin2a> 



• 

II en resulte que Texpression — - ne depend que de E, G et &>, et 

r 

conserve sa valeur dans les deformations de la surface qui n'alterent pas 
CCS trois fonctions. En particulier, si Ton circonscrit a la surface une 
developpable le long de la courbe consider^e, sa courbure geodesique 
sera egale ^ la courbure de sa transform^e par developpement. 

A Taide des deux premiferes formules (61 ) et (61 )', les expressions 
(88) et (88)' prennent la forme remarquable suivante, due a M. Ossian 
Bonnet, 

,0 , „^ sincj rf.Ecosi r/.Gsin< 

(09) tAj — ■ , 

^ ^ p (iv du 

.ox/ T^r. . sincj rf.Gcos(w-M') rf.Ecos(6)— i) 

'^' p du dv 
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SECTION III. 

UGNES TRACfeES SUR UNE SURFACE. 



I. — Lignes de courbure. 

18. On Domme ligne de courbure d'une surface une ligne situee 
sur cette surface et tangente en chacun de ses points a Tune des sec- 
tions principales. Comme il passe, en chaque point de la surface, deux 
sections principales perpendiculaires Tune a Tautre, il passe aussi, en 
chaque point, deux lignes de courbure tangentes a ces sections et rec- 
tangulaires. Les lignes de courbure d'une surface ferment done deux 
systemes orthogonaux dont chacun recouvre entierement la surface. 

19. II resulte de la que les equations (64) et (64/ sont, en y rem- 
pla^ant a par i, celles des lignes de courbure : 

, , , . ES~GR 

(90) ^"«^'=gpTeq' 

, ._ (ES — GP)cos6)H-(GRH-EQ)sina) 

(90) tangaj- (£s^GP)sina) H-(GK-EQ)cosa)" 

En developpant, et en tenant compte de la quatrieme des equations 
(61 ) et (61 y, elles prennent la forme 

(91) (Prfa-f- Sdv) siniH-(RrfM-t-Qdi')cosi=o. 

Par comparaison avec la premiere des equations (59), on en con- 

clut 

, ds 

am 1-: o, 

r 

et, reciproquement, on conclut de cette derniere Tequation (91). On 
pent done enoncer le theoreme suivant, du a Lancret : 

L' angle de torsion dune ligne de courbure d'une surface est la diffi- 

rentielle de r angle que /ait avec la surface le plan osculateur de la ligne 

de courbure. 

16. 
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ptotiques soot imaginaires, est dite convexe; elle est dite a courbures 
opposdeSf lorsque les lignes asymptotiques sont reelles. 

22. Considerons sur une surface ude courbe dont le plan osculateur 
en un de ses points A contienne la tangente a Tune des asymptotiques 
qui passent par ce point. La deuxieme des equations (Sg), appliqu^e a 
cette courbe, donnera 

COSGJ 

et» reciproquement, si cette equation est satisfaite en un des points de 
la courbe, c'est que le plan osculateur en ce point contient la tangente 
a Tune des asymptotiques qui y passent. On en conclut que : 

Toute ligne dont le plan osculateur en un point A contient la tan- 
gente a Vune des asymptotiques qui passent par ce pointy sans itre tanr- 
gent a la surface^ a en ce point A un rayon de courbwre injini, 

Toute ligne trade sur une surface^ et qui a, en un de ses points A, un 
rayon de courbure infini^ est tangente en ce point a Vune des asympto- 
tiques quiy passent, 

Toute UgnCf dont leplan osculateur en un point A est tangent a la sur- 
face en ce pointy est elle-mime tangente en ce point a Vune des asympto- 
tiques qui y passent. 

En particulier, une courbe trade sur une surface ou portion de sur- 
face convexe ne peut avoir aucun de ses plans osculateurs tangent a la 
surface. 

Toute ligne dont le plan osculateur en un point A contient la tangente 
a Vune des asymptotiques qui passent par ce point , sans avoir en ce point 
son rayon de courbure infini, a son plan osculateur tangent en Aula 
surface. 

III. — Lignes gdodisiques. 

23. Nousavons donne, aun° 13, la definition et Tequation difiKren- 
tielle des lignes g^odesiques, et nous avons fait voir que par un point 
passent une infinite de geodesiques, dont chacune est determin^e par 
sa tangente en ce point. Au n*^ 17, nous avons remarque que la cour- 
bure geodesique d'une geodesique etait nulle. Nous allons demontrer 
maintenant une importante propriete de ces lignes. 
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De rcquation difTerenticlIc 

di -h M du -h N dv r- o 

on d^duit, a Taide des formules ( 7 1 )» 

^.. rfE , dG Gdv 
r/i^ aw E 

0U9 en introduisant tangt, 

^ . J . c/E . , dG . . J 
Gcosi di — -r- cosidn 4- -r- sini an = o, 
dv du 

ou encore 

,^ E^du^ 

G cos I ai 4- sin I — aa = • 

au ds 

Ajoutons sini --r- d{f 3L\xx deux membres, il vient 

1.^^ , ^dG ,' 

^ ... , . dG J aG , \ dv dv 

Gcosi aH-sini -j—dn 4- -7- af -■ 5 ? 

\aM dv J ds 

e'est-a-dirc 

E^du^^Gi^^d.^ 

a.Gsmr— , 

ds 

OU 

d ; — : 



ds ds 



Or, si Ton considere une courbe quelconque tracec sur la ^surface, ce 
qui rend {^ fonction de u, on a, pour la longueur de cette courbe com- 
prise enlre deux points u^ et u^, 



S^ r ' ^E'du'-^G'dv^ 



et, si Ton fait varier la courbe, 



as 






9s ds 
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Effectuant la variation, il vient 

d'oii, en integrant le second terme par parties et negligeant ce qui se 
rapporte aux limites, puisqu'elles sont fixes. 



dS = 



Ju, ds X^ dt 

a — r- / Ji'. 




//. 



ds ds 



II en resulte que, pour une geodesique, la variation d& est nulle, 
ense bornant aux termes du premier ordre; done 

La ligne la plus courte que Von puisse tracer sur une si^rface enVre 
deux points donnds est une geodesique. 

24. Les formules (89), (89)', auxquelles nous sommes arriv6 au 
n^ 17, nous donnent ces deux nouveiles equations des lignes geode- 
siques 

, ^, J.Ecosi d.Gcosi 

(9^) — rfiT— = — 5J^' 

, f. , rf.Ecos(w — 1) rf.Gcos(w4-i) 
^9^^ T^ dH 

EIlcs prouvent que, si, par un moyen quelconque, on a obtenu une 
integrale premiere de ces equations du second ordre, on pent, par de 
simples quadratures, arriver a Tequation en termes finis. 

En effet, Tintegrale premiere est une fonction de w, v, ^ et d*une 

constanle arbitrairea, ou, ce qui rcvient au meme, de m, {^, i et d'une 
constante arbilraire a 

F(ii, V, I, «) = o. 
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Tirous i de cette equation et portons sa valeur dans Tune ou Tautre 
des Equations (qS), (qS)'; cette equation sera identiquement satisfaite, 
quel que soil a. Done la derivee par rapport a a du resultat de cette 
substitution devra etre egale k zero, et Ton aura, en intervertissant 
Tordre des diiTerentiations, 

|;[Esln(o,-.)^]=^[-Gsin(«+o'^} 

quel que soit a; ce qui prouveque Texpression 

E sin(w — i) --r- du — G sin (w -f- i) -7- dv 

est une differentielle exacte. Mais I'equation F (m, v, «, a) — • o obtenuo, 
que reste-t-il a faire? II faut integrer Tequation qui fait connaitre /en 

fonction de t-j 

sin ( 0)4-/) sinfw — 1) i? . / •% j n * § . '\ j 

— A-^ i = — 7r-3 — - ou Esin(o) — i)aw --Gsin(G)4-i)rf('=o, 

ILdu ijdv 

et 61iminer i entre le resultat de cette integration et Tequation 

F(//, Vf I, a) =0. 

Or, d'apres ce qui precede, le facteur integrant du premier membre 

ill 
est ^9 et il est connu : la question est done bien ramenee aux quadra- 
tures. 

G'est M. Ossian Bonnet qui a demontrc qu'on pouvait ainsi rattacher 
ce resultat a la cilebre theorie du dernier multipljcateur de Jacobi. 
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SECTION IV. 

SURFACES GAUCHES LIEUX DE NORMALES. 



I. — ilement d'arc. 

25. Lcs surfaces gauches formees par les normales k une surface le 
long d'uue ligne tracee sur cette surface jouent un role important dans 
I'etude qui nous occupe. Pour abreger, nous les appellerons norma' 
UeSf du nom propose par M. Mannheim dans son 6tude sur le deplace- 
merit d' une figure. 

Considerons une courbe tracee sur une surface, et soient x^ y^ z 
les coordonnees rectangulaires d*un point A de la courbe, /, m, n les 
angles de la normalc en A a la surface avcc les axes; les equations de 
cette normale sont 

X— ^ Y—r Z—z 



cos/ cos/n cosn 



-^L, 



L designant la distance qui separe le point {x^ y, z) du point (X,Y, Z). 
Soient, comme precedemment (6), a, |3, 7 les angles de la tangente 
en A a la courbe avec les axes, ^, riy ^ ceux de la normale principale, 
X, jj., V ceux de la binormale; on a (9) 

cosa cos/ H- cos (3 cosm -+- cosy cosn = o, 
(96) { cos^ cos/ -+- COST} cosm -h cos^ cos/i = cos?n, 

cosX cos/ ■+■ cosfjtcos/n-hcosv cosn = sinci. 

Des Equations de la normale, on tire 

X = x-+-Lcos/, Y=7-f Lcosm, Z = 2-f-Lcosii, 

et, en differentiant, 

rfX -- dx + cos/ rfL + L rf cos/, 
dY = dy -I- cosm dL-\- Ldcosm, 
dZ =dz-hcosn dL-hLdcosn. 
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Elevons ces equations au carre, et ajoutons-les membre a membre, 
nous aurons « 

rfa»=£&'-hrfL*-f-L»[(rfcos/)»-i-(rfcos/n)'-h (rfcos/i)'] 

^dL{dx cos / -H dy cos/n -4- dz cos/i) 
iih(dxdcosl-\- djrdcosm -h dzdcosn) 
-+- 2 L rfL {cosld cos/ -h cos/n rf cos/n •+- cosndcosn), 

d(j^ 6tant Tel^ment d'arc dc la ndrmalie et ds^ celui de sa courbe direc- 
trice. 
De Tequation 

cos'/ 4- cos'/n -h cos'n =i, 

on tire 

cos / rf cos /-+- cos/n rf cos/n -f- cosndcosn = o. 

En remplagant tiZr, r()' et ^z par ds cosuf ds cos ^ et ds cosy t on a 

dx d cosl -h djr d cosm ■+- dzdcosn 
= rfs(cosarfcos/-f-cosprfcos/n -hcosyrfcosn), 

rfxcos/-f- rfj cos/n -h rf2COsn=:rf5(cosacos/4- cos (3 cos/n -+- cosy cosn). 
La premiere des equations (96) donne done 

dxcosl-^ dycosm -hdzcosn = 0, 

et differentiee 

cosarfcos/-h cos(3dcos/n-+- cosyrfcosn 
= — (cos/rfcosa-f- cos/nrfcosp -h cosndcosy), 

ouy en remplagant ^ cosa, dcos^, dcosy par leurs valours (49)> 

cosad cos/ + cos (3 d cos/n -4- cosy rf cosn 

ds , y , V \ ^* 
= (cos 5 cos/ -f- cosy) cos/n 4- cos? cosn) = coscsr. 

Pour calculer le coefBcient du terme en L*, differentions les 6qua- 

>7- 
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tioos (96) en tenant comptedes formules (49)9 nous aurons 

cosarf-cos/-+-cosPc/cosm-h cosyrfcos/i = coscj, 

(966/5) I cosld cost -h cosYi d cos m -¥■ cos$rfcosn = — sinwdvs-^ sini9, 

cosXrfcos/-+-cosarfcosi?n- cosv d cosn=:: cosvs djD cose. 

^ r 

Elevons au carre at ajoutons membre a membre, il viendra 

(dcosiy -{-(d COS my -h (d COS nY=z -^ cos^xn-^- Idnj 1 • 

Nous aurons done finalement 

A Taide des deux premieres formules (69) et des formules (60) et 
(60)', on pent 61iminer - — ^ ^^ ^ ' ^^ maniere a avoir da^ en fonc- 

tion de Tangle i seul et des parametres de la surface ; e'est un calcul 
que nous effectuerons dans chaque cas particulier. On pent neanmoins 
observer deja que le coefficient de rfL' est Tunite, et que celui de ds^ 
est une fonction algebrique entiere du second degre en L. De plus, les 
coordonnees a la surface sont rectangulaires et les parametres u et i' 
sont la longueur de la normale et celle de la courbe directrice. 



II. — Point central. 

26. On appelle point central d'une normale le pied, sur cette nor- 
male» de sa plus courte distance a la normale infiniment voisine. Pour 
obtenir ce point, il suffit done de faire, dans la formule (97), dL = o, 
et de cbercber le minimum du polyndme du second degre 



[/^_iy+ (£2^yiL'_2£2i^L 



I. 
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On sail, par Talgebre el^mentaire, que ce miDimum a lieu pour 

cos© 
(98) L.= 



/rfro i\' fcosjny 



telle est laformule qui donne la distance du point central au point cor- 
respondant de la surface. 

III. — Formule de M. Chasles. 

27. Proposons-nous de trouver Tangle de deux normales infiniment 
voisines en deux points d'une meme generatrice. A cet eilet, faisons 
1 = dans la formule (85), il viendra 

puisque E est 6gal a Tunit^. Nous exprimerons que les courbes 
V = const, se r^duisent k des droites en ecrivant que leur rayon de 
courbure est infini, ce qui, d'apres Tequation (63)9 donne en tons les 
points de la surface 

On aura done, en definitive, 

rf0»=R>dL'. 

Les formules (38) donnent 

** = ^' ^ = rfL' ^ = "r 
et la premiere des formules (19) 

On en tire, en eliminant N et S, 

G dV 
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Mais 

o.= (l^-,)Vl.(J_i)-, 

d'oii 

/db_i\' 

\ds 7] 



1 rf'G 

G rfL' ~" r /, cosBT \' . . Ida iVV 



■■-[(l-;=-.)Vl.(^-i)-] 

et» par suite, 

rfcj I 

Gette Equation integr6e donne 

COST!! 



(dm iV fcosm\ 



p 



langO- const.) = rf^ _ _. '-"^tl." 

its r ds r 

Si Ton prend pour normale origine la normale au point central, la 
constante est egale a zero (98 ) , de sorte qu'en comptant egalement 
les L a partir du point central la formule precedente devient 

idm i\ ' / C08gT \ ' 
(99) u„,«..^^|lpiL. 

ds r 

La propriete qu'elle c-xprime a ete enoncee pour la premiere fois par 
M. Gbasles. 

Si Ton prend pour normale origine la normale situee dans le plan 
tangent a la surface, on a d =::: o pour L =- o, et la formule s*^crit 

(too) iang0=^ ' 



COSTS J 



Elle nous sera particulibrement utile sous celte forme. 
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IV. — Plan central. 

28. On appelle />/an central le plan tangent a la normalie au point 
central. La formule precedente va nous permettre de trouver Tangle 
que fait avec la direction de la directrice la trace du plan central sur le 
plan tangent k la surface au point correspondant. II sufBtpour celad'y 
remplacer L par la valeur Lo (98); on trouve 

cosnr 
(.0.) tange.-^^^P--^. 

ds r 



V . -— Parametre de distribution . 

29. L'inverse du coefficient de L dans la formule (99) porte le 
nom de parametre de distribution ; nous le designerons par la lettre k. 
Pour en avoir une interpretation geometrique, cherchons la plus courte 
distance dela normale donnee k la normale infinimentvoisine; ilsufBt, 
pour cela, de remplacer dans la formule (97)9 dL par zero et L par Lo 
(98), on a 

Idfs i\ 



da' = r-i ^c-7 — i r- ds\ 

(Its 1 



ds 



D'autre part, Tangle de deux normales infiniment voisines a pour 
valeur (86) 

-=[r^-;)"-(T)"]^"- 



On en conclut qile 

dw £ 
I \ 7 ds r 



dvs I 
ds r 



(T)' 



est la limite du rapport de da a n. 
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VI. — Courbure spherique, 

30. La courbure spherique en un point d'une gen^ratrice s'obtient 
immediatemeot a Taide de la formule (70), qui donne 

JL — ^l ^ 

p,p, ~" G dL' 

0U(27) 

1 I rf»G 

p, p, G dL* 

Remplacons le second membre par sa valeur, il viendra 



(io3) — 

p.p. 



\ds r) 



[(L5^-.)VL.(J-i)7 



On pent en conclure que la courbure de la surface vane le long (Tune 
gindratrice rectiligne dans le rapport inverse du carrd de la perpendicu- 
laire menee a cette gdneratrice et terminde a la gdneratrice infiniment voi^ 
sine^ resultat du a M. Ossian Bonnet. 

En rempIaQant L par Lo (98), ce qui fournit la courbure de la nor- 
malie au point central, on trouve Tinverse du param^tre de distribu- 
tion (102). 

En faisant L= o, ce qui fournit la courbure de la normalie en son 
pied, on trouve la torsion gepdesique de la surface directrice corres- 
pendant k Tazimut de la direction suivie. 

VII. — Courbes des segments normaux. 

31 . Goncevons, avec M. Laguerre, que Ton porte sur les generatrices 
de la normalie, k partir de la surface donn^e, une longueur L fonction 
de la position du point sur la directrice. Soient A et A' deux points 
infiniment voisins de cette directrice, T et T' les angles que font avec la 
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cordc AA' les segments L et V portes sur les normales en A et AS nous 
allons calculer Texpression 

AA'(LcosT4-L'cosT') 

ordonn^e suivant les puissances croissantes de ds. 

Soienty k cet effet, /, m, n les angles de la normale en A a la surface 
avec les axes ; on a ( 8 ) 

dx 3= I, cos « -f la cos ^ -f- I3 COS l, 
Sjr = IiCOSP 4- la COSri -\-hCOS fJ., 

iz =I,cosy-f-l3COS? H-Ijcosv, 

Ii» Uf I3 designant, pour abreger, les expressions compliquees infini- 
ment petites du premier, du second et du Iroisieme ordre qui sont tout 
au long au n^ 8. On en tire 

AA'cosT = I»cosacos/ -hLcos^cos/ 4-IjCOsXcos/ 
-f-IiCOs(3cosm 4- lacosyjcosm-hlscosixcosm 

-f-liCOSy COSn 4-liC0S?C0SW -l-laCOSVCOS/l, 

et, k cause des formules (96), 

AA' cosT = T2COS©-f- Ijsincj. 

Soient /', m\ nf les angles que fait la normale en A' a la surface avec 
les axes ; on aura 

AA' cosT' = I,(cosacos/' -+- cos (3 cos m' 4- cosy cos n') 

4-Ia(COS5 cos/' 4-COSYI COS m' 4- COS ? COS /l' ) 

4- l9(cosX cos/' 4- COSfXCOSm' 4-cosvcos/i'). 

Mais 



cos/' =COS/ 4-rfcOS/ 4 c/'COS/ 4- 

I .2 



• > 



cosm'=:cosm4-rfcosm4 d^cosm-t-. . . , 

I .2 

COS/l' =:COSI» 4-rfcOS/l 4 rf*COS» 4- . . . , 

1.2 

Annaiet de I'tcoUt Normale, a** Serie. Tome III. l8 
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d'oii 

AA'cosT' = I, cosac/cos/-hCosp dcosm -h cosycfcosn 

H- — (cosa rf* COS/-+- cosprf»cosm-+- cosy d* cosh) -f-... 

-f^ Ii cosm -+- cos5 rf cos/ -H cos>3 rf cos/n -f- co»C d co»n 

4- — (COSgrf' cos/ + COSY] d*cosm-f- cos?d*cos/i)-4-... I 

I3J sinGj-f-cosX(/cos/4- cosfxt/cosm -f- cosvdcosn 

-+- — (cosXd'cos/'+-cosfxd»cos/n-i-cosvrf*cosn)-+-... • 

On a trouv6 plus haut (96 his) 

cosadcos/-*- cosp dcosm -+- cosydcosnr= cosgt, 

(io4) \ cos$dcos/4- cosyidcos/n-f-cosSdcosn= — sincydcjH — sincj, 

cosXdcos/-*- cos fjt dcosm -f- cosvdcos/i = cosGjdcj cosgj. 

DifferentioDS la premiere de ces Equations, il viendra 

cosa d'cos/-f- cos(3d*cosm h- cosy d'cosn 
=3 — (dcosadco8/-h dcospdcosm-*- rfcosy dcosn) 

— dscosxsd — I sinGTd?i7. 

P P 

Mais, en vertu des fornmles de M. Serret, 

dcosadcos/-hdcos^ dcosm -f- dcosydcosn 

= --(cosEdcos/-f- cosyj dcosm -H cost dcosw) = siOGjdGj'H sincy. 

P ^ P '•P 

d'oii 

(io5) cos«d'cos/H-cos(3d»cosm -4- cosyd'cosn 



I nds . , ds^ 



= — d^coscrd- H slnmdm ainoj. 

9 9 '•P 
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d'oii 

AA'cosT' = I,| cosadcos/4-cosp e/cosm -h cosy^cosn 

-+- — (cosa d* cos/-f- cos(3rf"cosin-f- cosy d'cosn) -f-... 

+ 1, co$in + cos^rfco8/-HcosY]£/cosm+cosCrfcoii» 

4- — (cos5rf'cos/-i-cosnrf*cosm4- cosSd'cosn)-f-... I 

E • ^ I 

-f-Ia sinGj-+-cosX(/cos/-f- cosfxrfcosm -f- cosvJcosn 

-I (C0sX(/'COS/4*COSfAc/'C08m4«C0SV//'C0S/l)+... • 



On a trouv6 plus haul (96 bis) 

cosarfcos/-h cospdcosm -f- cosy rfcosn = cosgj^ 

(io4) I cosgrfcos/H- cosyjc/cosm -4- cosSrfcosn=--sinGjrfGjH — sIdgj, 

C0sXdC0S/-+- COSUc/COSm -f- C0SV(/C0Sn=C0SG7(/G7 COSGJ. 

•^ r 

Differentions la premiere de ces Equations, il viendra 

cos a d^ cos / 4- cos p rf* cos m -h cosy rf* cos n 
=3 — ((/cos« rfcos/ -+- rf cosp rfcosnn- rfcosy rfcos/i) 

— ds cosind — I sinxs dxsf. 

P P 

Mais, en vertu des formules de M. Serret» 

c/cosac/cos/-f-c/cos^cfcos/n-H rfcosyrfcosn 

:= — (cos I dcosl -f- cosyj dcos/w -H cos? dcosn) = — — siQGi(/iij'H sine?. 

P ^ P ^P 

d'oii 

(io5) cosac/*cos/H-cos(3rf»cosm 4-cosyrf'cosn 

= — cfscosforf- H sincjc/cD siniD. 

P P '•p 
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Diff(§rentioii8 la deconde des Equations (io4)« il viendra 

cos$rf*cos/-hcosyi rf*cosm4-cosSrf'cos/i 

= --(rfcos^rfcos/-+- dcosndcosm-hdcosl^dcosn) -f- dssin^d- 

-^ COSGJ dm — cos TO rfcj* — sincj rf'ny. 

r 

Mais, en vertu des formules de M. Serret, 

rfcos^rfcosZ-f dcosndcosm 4-rfcos?rfcosw 
= COSTS din -h ds- (- -4- -, ) coscr, 

d'oii 

(io5) cos^rf'cosZ-f- cosnd^ cosm -Hcos^rf'cosn 

ids 
r 



dssinxsd ds* { — i — ) coscr. 



Differentions la troisieme des equations (io4)f il viendra 

cos A £/' cos / + cos fxcf' cosm h- cosv^cosn 
= — (rfcosXrfcosZ-i- cf cos fxfif cosm -hrfcosvrfcosn) — slnwrfiD* 

H-coscjrf'cy H — sinGjrfcj-— dscosmd -- 

r r 

Mais, en vertu des formules de M. Serret, 
dcosldco'sl + ^cos/x£fcosm + Jcosv c(cosn=: sino dxs -4- — sinisr, 

d'od 

( io5) cosX d^cost -+- cosfx rf'cosm -f- cosv rf'cosn 

= — slilWrfcr*-f-cosnj«f*OH sinw d& -- ds co^rsi d rsincj. 

r . r r^ 

i8. 
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DifierentioDs la premiere des equations (io5), il viendra 

cosarf'cos/-^ cos^rf'cos/n -+- cosyrf*cosn 

= ~ (rfcosac/'cos/4- rfcos(3rf'cosm-i-rfcosyrf*cosn)— ds costs d* - 

r 

, ^ds . , ids . , o J . J j^ 

9 9 9 

ds* J ds^ . J I rfs' . J I 
cosm dxs sinwa smcja -• 

rp r p p r 

Mais, en vertu des formules de M. Serret, 

dcosarf'cos/-Hrfcospd*cosm -4- rfcosyrf'cosn 
= — (cos^rf* cos/-f- cosYi rf'cosiin- cosCrf'cosw), 

ou, hi cause de T^quation (io5), 

rf cosa rf' cos/ -4- rf cos(3 rf* cosm + rf cosy rf* cosn 

ds ds 2 ds^ 
= coscrrfcj* sincjrf'cjH cosmdw 

p p rp 

ds^ , ,1 ds^ (i I \ 

H s\l\xsd -,-*--:; COSBT, 

P ''9 V f" J 

d'oii 

(io6) cosafiPcos/-i-cos(3rf'cos7n-4-cosyrf'cosn 

3ds , , 3rf5 . -, 3 A* . ids^ , ,1 
= cosGj acj' H sinrs (rfss costzt dm slncj d - 

P P ^9 9 r 

ds* fl I \ , J I o I . , , I </5* . ,1 

H -H — • coscT— aJCOSTSja'- -h^dssinxsdnjd sinmd-' 

9 \P' ''V P P '^ P 

DifTerentions la deuxieme des Equations (io5), il viendra 

cos^rf'cos/H-cosyjrf'cosm ■+- cos^^jf'cosn 

=r — (flf cos$rf'cos/-t- rf cosy) d' cosm + rfcos^d' cosn) -4- sincj rfcj' — sinisirf'cj 

2 fir 5 2 ds I 

— 3cosinrfcjrf'TO H- — cosxDd^m sincyrfcj^-hrf^sincjcP- 

r r r 

-4- ids COSTS dxsd- -^ds^ -r-f- -; ) sincjrfBj costnd '■ — coscjd-- 

r \p' ry p 9 "* ^ 
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Mais, en vertu des formules de M. Serret, 

d coil d* cost -h d cosri rf'cosm-h dcosl^d^cosn 

» 

= (cosarf*cos/-f- cos(3d*cosm -f- cosycf'cosn) 

r 

(cosXrf*cos/-+- cosfxrf^cosm -+-cosvfl?*cosn), 

ou, k cause des Equations (io5), 

dcosl rf'cos/ -4- dcosm rf* cosm -f- rf cos? (P cos/i 
= — coscjrf arf*' — "^ I sincjrfcjH -7-+- — ) sinnr 

rf* . J ^ ds ,, rf*2 1 

r r r r 

d'oii 

(106) cos$ rf* cos/ -h COST) rf' cosm h- cos? rf* cosn 

= sinc7 rfcT* — - sincj rf*Gj — 3 coscj dw rf'cj -+- 3 rf* cosm dxad- 

r 

, . ,1 3rf* . , , 3rf* - 3rf** ,1 

-f dssxvimd^ sincyaro'H coswa'nj coscjrf- 

r r r r r 

, .,/i i\ . . 3rf*> ,1 rf** /i i\ . 

H-3rf*M-- 4-—,) sinGTrfrn cosTijrf h — sincr. 

\p' ry r p r \p' ry 

DifTerentioDS la premiere des Equations (106), il viendra 

cosarf*cos/-l- cos(3rf*cosm + cosy rf* cos/i 

= — (rfcosarf»cos/-4-rfcos(3rf^cosm -f- rfcosyrf^cosn) -f-^ — coscjrfGjrf'isj 

sincjrfiij*4-6rf*coscjrfcy'rf- -\ sincrrf^cj 4-6rf*sinBjrf*iDrf- 

P P '' P 

3rf** ., 3rf*' . , , 4rf*» , ,1 5rf*« . .1 
costs d*xjs H sinfoac^' coswawd C0SG7rfTSjrf- 

rp rp r p p r 

sincrrf* 3rf**sinnjrf-rf (-;-^--:) sinwrfcr 

p r r p p \p^ r^j 

-+- rf*' f-i-f- -:i coscrrf-H cosnirf ds costs d*- 

\p^ r^J p rp r p 

-\-Ld$s\nwdtsd^ sincjrf'-- 

p r p 
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II est facile de voir sur ce developpement que le coefBcient du terme 
en ds^ est la demi-derivee par rapport a ^ du coefficient du terme en d^, 
et que le cofficient du terme en d$^ n'est pas uniquement fonction de 
celui du terme en ds^. 

En posant 

/,^Q\ IT T I sincT ffBy coscT p sincj I dL costs 

\ up as b as 3rpy as ap 

on a done 

(109) AA' (L cosT -f V COST') =:Kds' -^^^ds* -h. . . . 

D'oix cette conclusion, due a M. Laguerre('}» que rexpressionci- 
dessus est generalement du troisieme ordre; mais que, lorsqu'elle est 
d*un ordre superieur au troisieme, elle est au moins du cinquieme. 

32. Pour que K soit egal a zero, il faut et il suffit que L satisfasse ^ 
Tequation differentielle 

rfL 9.p ds I sinsT din roscj p sin© 



OU 



L cosoj \ 2p ds 6 ds 3rp 



rfL ,2 ds I ji 

-p- = lange acj — ^langGj ^pd- 

la <j I* ^ p 



OU 



, dVj . / , 2 ds\ I dp 

(1,0) _ = iangcT(^dc,-5-j+3-^ 



• t * 



OU, en integrant, 

(ill ) L = — -^ c '*•' > 

^ ' COSCJ 

C 6tant une constante arbitraire. 

La valour du segment L etant determinee par cette relation, on aura 



(') Bidietin de la Sociele Pliilomalhiquc dc Paris, t. VII, p. 49; i370. 
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alors cette proposition que Texpression (109) en chacun des points de 
la directrice de la normalie sera une quantite intiniment petite du cin- 
quieme ordre. 

Cest aux courbes tracees sur la normalie, et correspondant aux dif- 
f^rentes valeurs de la constante G dans I'equation (i 1 1 )f que nous don- 
nerons le nom de courbes des segments normaux. 

33. L'equation (no) se presente sous une forme plus commode, en 
introduisant le rayon de courbure R de la section normale tangente k 
la directrice de la normalie. On a, par le theorfeme de Meusnier, 

p == R COSGT, 

d'ou 

rfpzrzCOSCjrfR — RsinC7(/GJy 

et 

rfp rfR ^ . 

— = -5 tangGT ow. 

p R 

Substituant dans Tequation (no), il vient 

rfL I rfR 2 / , ds\ 

(.12) _:=-_ + >tang^(^rf^-~j. 

Or, pour une geodesique, tang o = o, et pour une ligne de courbure 

djs ^ = o ; r^ciproquement, le produit tangzar (dzs — y J ne s*an- 

nule que pour une geodesique et pour une ligne de courbure. Ges deux 
genres de courbes sont done caracteris^s par cette propriety des norma- 
lies auxquelles elles servent de directrices, que 

, ,, rfL I rfR 



• i ' 



on, en integrant, que 

(ii4) L^Cv^R, 

G designant une constante, c'est-k-dire que, dans les deux cas, la va- 
leur du segment normal est proportionnelle k la racine cubique de R. 

Aimales de I'Jteole Normale, 3* S^rie, Tome III. 1 9 
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Cette propriete geometrique, commune aux g^od^siques et aux 
lignes de courbure, a etc decouverte par M. Laguerre {*); elle coppes- 
pond a requatioQ difTerentieUe du second ordre donnee par Joachim- 
sthal. 

Quant aux asymptotiques, Texpression (io8) montre que L doit etre 
constamment nul; de sorle qu'uneasymptotique tientlieu sur la nor- 
malie correspondante de toutes les courbes des segments normaux. 

(La suite prochainement, ) 



(•) Loc.cU, 



NOTE 



SCR LE 



CALCUL DES ACCMRATIONS DES DIVERS ORDRES 

DANS LE MODVEBIENT D'UN POINT SUR UNE COURBE GAUCHE, 

Par M. bouquet, 

PR0FBS8BUB A LA PAGULli DES 8CIBNGBS DB PARIS. 



Une courbe gauche est compl^tement d^terminee, abstraction faite 
de sa position dans Tespace, lorsqu'on donne les valeurs du rayon de 
courbure etdu rayon de torsion, en un point quelconque M de cette 
courbe, en fonction de Tare 0M = 5 compt^ k partir d*une origine 
prise sur la courbe. Supposons qu'un point mobile parcoure cette 
courbe et que Ton connaisse Texpression de Tare $ en fonction du 
temps; il est clair que les valeurs des accelerations des divers or- 
dres, en chaque point| de la courbe, sent ^galement d^termin^es. 
L'objet de cette Note est d'exposer une m^thode simple pour calculer 
ces accelerations k I'aide des denudes indiqu^es. 

Imaginons, pour un instant, les points de la courbe rapportSs k trois 
axes de coordonn^es rectangulaires, disposes de fagon que, pour un 
observateur place sur OZ, la rotation de OX vers OY s'effectue 
dans le sens direct. Menons en un point quelconque M de la courbe : 
i^ la tangente MT, dans le sens ou Tare s va en croissant; 2^ la nor- 
male MN, qui passe au centre de courbure; 3^ enfin une normale MN| 
au plan osculateur, et dans une direction telle que, pour un observa- 
teur place sur MN|, la rotation de MT vers MN ait lieu dans le sens 
direct. Soient (a, j3, 7), (a', ]3', 7'), (a", ^'\ /) les cosinus des angles 
que ferment avec les trois axes les directions MT, MN, MN|, p le rayon 
de courbure, pi le rayon de torsion affect^ du signe -+- ou du signe — , 
suivant que la droite M'N'^ , relative k un point M' voisin de M et deter- 
mine par un accroissement positif de Tare, fait avec MN un angle aigu 

"9« 
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ou oblus. On sait que les neuf cosinus v^rifient les relations 

ds p ' ids pi ' [ d$ P Pi 

(") <S-p' ^^) rfF-^' l^Mrfr-""p""pT' 

rfi p' ' \ rf* Pi I rff p Pi ' 

tr^s-utiles dans I'^tude des courbes gauches. 

Differentions plusieurs fois de suite» par rapport k s^ ces formuIes» 
ett apres chaque differentiation, reaipla^ons dans les seconds membres 
les derivees des cosinus par les valours pr^c^dentes. Puisque les cosi- 
nus a, |3, 7 sont igaux respectivement ^ "^^ "j^' w"' *! est evident que 

Ton obtiendra pour -^-^j -^j -^ des expressions de la forme sui- 
vante : 



dsr 



= L«a-+-L' a'-*-Lla", 



(4) )^=l.p^l;p'4-l;p% 

^ = L.y-+.L;y'4.L:y", 

L„, L'„ , \j\ renfermant p et ses d6riv6es jusqu'k Tordre n — a, p, et 
ses derivees jusqu'k Tordre /i — 3. 

Remarquons que, si Ton prend pour axes les droites analogues k 
MT, MN, MN| relatives au point 0» il faudra, pour obtenir les valours 

de -^> -^j dF ^^ ^® point, faire dans les formules pr^c^dentes 

a = i3' = /=i, a'=a'' = |3 = /3"=7 = yc=o, puis remplacer dans 
L;,, L';,, L^ la variable 5 par z^ro; d'oii il r^sulte que, si Ton d^ve- 
loppe les coordonneesa;,j^, z suivant les puissances de Tare, on aura 

z = (L-.). 1 ^ (L-.). A ^ (L-.,. _|_3 -. (L:). .^ -H . . . ; 
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les valeurs des fonctions L jusqu'au quatri^me ordre etant 



% 



¥ ¥ ¥ ' ¥ ^ ^P 

L. = 1, L, = o, L, = -^, U= -^, 

I" — .. i» — /* f— ' f— ^ ^P . ' ^Pi 

' ' • PPi * p" pi ds ppj df 

L'expression de z montre que, pour une valeur positive trfes-petite 
de Sf le signe de celte coordonn^e est contraire a celui de pi. Or, dans 
le voisinage d'un point quelconque, on pent assimiler Tare de la courbe 
a un arc d'h^Iice ; on en conclut que la valeur de p^ en un point est 
positive ou negative, suivant que Tare de la courbe, dans le voisinage 
de ce point, est dextrorswn ou sinistrorsum. 

Prenons maintenant l6s formules 

dx dx ds dx dy dy ds dy dz dz ds dz 

dfHsdi'^ds^' di^Hs Tt^ds^' di^'di di^ T$^' 

et differentions chacune d'elles plusieurs fois de suite par rapport a /: 
on a 

d^x d^x J dx dv 

lo '^'dF^ '^dsW 

d*x d*x od^x dv dx d*v 

'dF'^lIF 'd^^di^'di'dv' 



de mSme, 

d^y d^y dy dv 



do ds' ds dl 



» 



et 

d^z d*z . dz dif 
dt' ds' ds di' 



Si Ton remplace dans les seconds membres les d^riv^es-^? -^9 4 
^ par leurs valeurs (4), on obtientpour -^> -j^y -^ des expres- 
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sions de la forme 

(5) j^=--G.p-4-G;p'-f-G;(5", 

^ = G«y-f-G:/4.G:/, 

dans lesquelles 0^9 G'^,, G^ renferment p et ses deriv^es par rapport a s 
jusqu'k Tordre n — 2, p^ et ses derivees par rapport ^ 5 jusqu'a Tordre 
n — 'if enfin v et ses derivees par rapport k / jusqu'k i'ordre /i — i. 
Supposons, comme prec^demment, que les axes soient les droites MT, 
MN, MN|' relatives au point 0, on aura 

c'est-k-dire que G„, G'^,, G^ sont les projections de racceleration de 
Tordre n — i sur les trois droites MT9 MN» MN^. Yoici les valours de 
ces projections pour les trois premiers ordres : 

dv I d^v if* 

di' IrfP""^' 

, \ v^ . ] ^ dv \ do 

i«' ordre. < — > a* ordre. { -Vt: :-t-^> 

^ p Xpdtp^ds 



99x 



! d^v 6 ^dv 3 dp ^ 
dF'^p^ di'^^di^' 



6 orare. J p ^ ^^a + p [j^) ^.\^,j ' dt^l p' ds^ ^ p» \ds) p» pp? J *"' 

pp, dt Lp*pt ^* PpJ ds J 



fiTUDE 



DE 



L'ACCElERATION DANS LE DEPLACEMENT 

D'UN SifSTEME DE FORME VARIABLE, 

Par M- DURRANDE, 

PBOPBSSEUa A LA FACULT^ DBS SCIENCES DB BBNNES. 



1. Dans un M^moire precedent {*), je me suis occupy du d^place- 
ment d'une figure qui subit en meme temps une deformation homo- 
graphique, e'est-k-dire d'un syst^me de points dont les vitesses sont 
des fonctions lin^aires des coordonn^es de chacun d'eux. Dans ce pre- 
mier travail, je n'ai considere que les relations entre les vitesses des 
divers points du systfeme; ces relations sont dejk assez remarquables 
pour fixer unpen Tattention. En etudiant les propriel6sdu deplacement 
d'un systeme dont les deformations sont soumises k la loi de Thomo- 
graphie, je dois forcement retrouver tous les th^oremes donnes par 
M. Chasles sur le deplacement d'un corps solide. Les lecteurs de 
mon premier M^moire ont pu remarquer avec quelle simplicite j'ai 
pu deduire toutes les relations entre les vitesses des divers points 
d'une figure geom^trique de I'expression qui donne la vitesse d'un 
point estim^e dans une certaine direction; cette meme formule m'a 
egalement fourni une solution extremement simple du problfeme qui a 
pour objet la determination des parametres du deplacement d'un sys- 
teme lorsqu'on connait en grandeur et en direction les vitesses de 
quatre points donnes. 

Le second travail, que je presente aujourd'hui, a pour objet T^tude 
de I'acceleration dans le systfeme considere du Memoire precedent. Je 
montre d'abord que I'acceleration totale d'un point du systfeme peut 
etre consid^ree comme la resultante de trois accelerations partielles, 

(*) Jnnales scientifiques de I'Ecole Normale sup^Heure^ a* s^rie, t. 0, p. 8i. 
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savoir : i^ une acceleration commune ^ tons les points; 3^ une accele- 
ration relative h, Torigine, qui depend des param^tres de la deforma- 
tion et qui fait Tobjet principal de cette seconde etude; 3^ Tacceiera- 
tion relative k Torigine dans le cas oil le systeme serait solidifie. 

Dans la premiere Partie, on a vu que la deriv^e logarithmique du 
rayon vecteur, ce que j'ai d^signe pars et qu'on pourrait appeler le 
coefficient de diformation du premier ordre, joue un tr^s-grand role ; sa 
variation est representee par une surface du second ordre que j*ai ap- 
peiee deformatrice. Ici nous aliens rencontrer une grandeur analogue, 
qu'on pourra appeler le coejfj^ient de diformation du second ordre, et 
dont la variation, plus compliquee que celle de e, sera donnee par une 
surface du quatrieme ordre en general. 

Je donne le nom de seconde deformatrice^ non pas ^ cette surface du 
quatrieme ordre, mais k une surface du second degre, qui a les m&mes 
axes principaux que la premiere deformatrice, et qui joue le mSme 
role dans Tetude de I'acceieration. Ainsi la composante de Tacceie- 
ration qui ne depend que des paramfetres de la deformation est nor- 
male en chaque point a une surface homothetique k la seconde defor- 
matrice et proportionnelle k son demi-parametre difierentiel du pre- 
mier ordre. 

Dans le cas oil Ton suppose le systeme depourvu d'un mouvement 
general de translation et de rotation, et soumis uniquement k des de- 
formations statiques, la demi-derivee du carre de la vitesse est le pro- 
duitdes deux demi-parametresdifferentiels des deux deformatrices par 
le cosinus de Tangle de leurs directions. 

On remarquera que je n'insiste pas sur les proprietes qui resultent 
de ce quelescomposantesdes accelerations totales ou partiellessuivant 
les axes sent desfonctions lineaires des coordonnees; ce serait repeter 
ce que j'ai deja indique dans le premier travail sur les vitesses. II n'est 
pas difficile de voir, par exemple, que les points du systeme pour les- 
quels Tacceieration totale oil I'une des accelerations parlielles est la 
memo sont situes sur des surfaces du second ordre; et cela serait vrai 
pour les accelerations des divers ordres ( ' ). 



(* ) Les principaux r^ultats contenus dans ce travail ont paru d6]k dans une Note ins^rte 
aux Comptes rendut de VAcad^mie des Sciences, novembre 1872. 
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I. — Expressions des composantes de taccdliration. 

2. Nousavons trouvS (p.77du premier M^moire), pour les expressions 
des vitesses composantes, dansle cas oiile syst^me n'aaucun point fixe: 

dx 

— = car — rj^ 4-52 -f- Ml, 

(0 1^~ rx -^ux—pz-hUi, 

dz 

^ = — ?« H-i>r 4- e, 2 + a,. 

En difiKrentiant de nouveau les Equations (i) par rapport au ten^ps, 
on aura 



^'^ = jj 4- / 4- r • 



en posant, pour abr^ger, 



(3) { '; = rii, 4-e,ii, — pii, 4--^> 

Ji = — JMi 4- pUi -4- «8«ls H- -^> 

(4) { ^r = ^(<i ■+• U)x 4- ^ej 4- -^j /-/>{«. 4- e,)5, 

j; =-5(ei4-c,)ar4-p(e,4-e,)4-7U;4--^j jb; 

(5) j r, = (/19 4- ^) *- (r'+i>')r-f- ('7- ^)^^ 

j:= (pr^g)^4-(«r4-^^-)r-'(P'-^g')^. 
JnmaUt iff /'&ofo Iformaie. 3* S^rie. Tome HI. ao 
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Posons encore, pour abreger Tecriture, 

P=:p(e,-+-e,), Q = g(e,-f-e,), R = rfe. -4- e,) ; 

les expressions des J' deviennent 

(6) j;= Ra;-*-C,r-Pv 

Quant aux T^, on pent aussi les Scrire d'une mani^re assez simple; 
en efiet, on a 

i» • / . dq dr 

i designant la distance du point {x^ ^, z) au plan 

px -h qy -h rz = o, 

perpendicUlaire k Taxe de rotation , on voit que 

px -hqjr-h rzzzzdoi^ 

d'od 

J' = G)» [dcos(&),ar) — ^J -+- « ^ "^^Tt^ 

(7) J j; = a)> L3cos(a),r) ~r] -^^Tt^^Tt' 

Lesformules (52) expriment que Tacceleration totaled'un point du 
systeme se compose de trois parties : 

1^ L'acceleration Jq, commune k tons les points du systfeme; 

7.^ L'acceleration J', due k la deformation; 

3^ L'acc^leration Y, qui serait celle du systeme solidifi^, pivolant 
autour de Torigine. 

3. Les composantes de I'acc^l^ration totale, comme celles des acce- 
lerations partielles JS Y^ comme aussi celles des vitesses, sent des 
fonctionslin^airesdescoordonn^esdu point. Par suite, toutes les rela- 
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tionsy tous les th^orfemes d^duitsde cette forme lindaire, trouvds pour 
les vitesses, s'appliqueront aux accelerations ; tels sont en particulier 
les theoremes demontres au paragraphe IV de mon premier Memoire, 
et les discussions relatives a Texistence d'un centre ou d'un axe des 
vitesses (M. 

Je laisserai done de c6te tout ce qui concerne les centre et axe d'ac- 
cel^ration, pour m'occuper tout sp^cialement de T^tude de la partie J' 
de I'acceleration qui depend de la deformation du systbme. 

11. — Des paramitres qui entrent dans les expressions 

des composantes de Y. 

4. Si Ton se reporte aux Equations du groupe (6), on remarquera 
sans peine la parfaite««inalogie de forme des expressions de J^,, J'^, J'^ et 
de celles des vitesses relatives k Torigine. Ges equations renferment 
six parametres Co C,, C,, P, Q, R, dont nous aliens cbercher la signi- 
fication. 

5. Variation de\C. — Les trois parametres C|, c^, C, sont evidem- 
ment, d'apr^s leur definition, les trois valours principales de la quan- 
tite definie par la relation 

di 

Or/ en d^signant par p le rayon vecteur, on sait (premier Memoire» 
p. 86) que 

I dp 

d'oii 

dt~ p*\dt} ^p dP ~ p df' 

C_> d'p 



(* ) On pourra voir toutefois dans les Comptes rendus de VAcadSmiedes Sciences (seance 
du 1 3 avril 1S74) une Note od j*indique la demonstration d'un certain nombre depropri^t^ 
g^om^triques du d^placement dependant & la fois des vitesses et des accelerations. Telles 
sont les questions relatives & la distribution des plans osculateu aux trajectoires des divers 
points et des normales principales. ( Voir la Note plac^e k la fin de cette etude.) 

ao. 
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On voit done arnsi que ^ peta Sire cansiddrS comme le coeffieieni de 
Vaccilimdon de ddformation Undaire dans la direction du rayon vec* 
teur{*). Cette quantite joue done, par rapport k KacciUration, le mSme 
r6Ie qne € par rapport k la vitesse. 

Nous avons trouv6 (p. 88 du premier MSmoire) que si (ct,|3»7) sont 
lesr angles d'nne direction avec les axes coordonn^s rectangulaires, la 
valeur de e qui corrtepond k cette direction est donn^e par la formuie 

6 = 61 cos' a -f- €i cos'P -+- 6} cos' y, 

qui exprime qne £ yarie eh raison inverse du carrS du rayon vecteur 
d'une surface du second ordre an centre 

k laquelle j'ai donn^ le nom de ddformatrice. II est naturel de se de- 
mander s'il n'existe pas pour c un mode analogue de representation. 

Pour le d^couvrir, reprenons les formules (10) (premier MSmoire, 
P-89) 

< cosa -f- B cosj = «i cosa — r cos^ -t- q cosy, 
( co»P -h fl cosij = rcosa -f- escos^ — p cosy, 
e cosy H- flcos? = — ? cosa -hpcosp 4- ft cosy, 

Pt qf r Stant les projections de la vitesse angulaire cj sur les axes; on 
peiit^ eh introdttisant les angles (§', ri\ ^') que la normale au plan 

(J(^) fait avec les axes, et posant o) sin \p,(d) = d, gcrire les formules 
pr^c^dentes sous la forme 

It cosa -h ecos$ = Ci cosa -♦- 0' cos J', 
e cosp 4- 0cosy) = Ca cosp 4- 6' cosiq', 
f cosy 4- 6 cos? = €t cosy 4- 0' cosJJ'; 

6' est ce que deviendrait 9 si le syst^me ne se d^formait pas, ou si les 
deformations itaient les mSmes en tons sens. 



(* ) II serait peat-dire prdfdrable de donner & c le nom de coefficient de diformaUon du 
premier ordre^ et & C le nom de coefficient de deformation du second ordre. 
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Des formules (8) on d^duit sans peine, en posant, comme dans la pre- 
miere Par tie (p. 93), 

COST = cosg cosl' -f- cosyj cosy)' -*- cos^ cos?', 
et remarquant queN cos§cosa = o, \ cos|'cosa= o 



(9) ^' = S'' 



cos'a — e» — e'' -h 266' COST. 



D' autre part, de Texpression de 6 on deduit 

dt x^dti , . V rf(cosa) 

mais, a cause de (n^ 2, premier Memoire, p. 86), 

(dcosa) ^ y 
— ^p-' = ecos^, 



on a 



TT = \ -^ cos*a -f- 2 \ 61 cos« cos^; 



mais des Equations (8) on tire 

6 = \ €, cosacos^-*- 6' COST, 
d'ou 

(10) S^ ^57^^*'^"*" ^ ^' — ^ 5^' cos t. 

Si Ton ajoute membre k membre les Equations (9) et ( 10), il vient 

(n) C = Vc,cos*a-f-e»— fl'*. 

Telle est la relation qui donne la loi de la variation de c autour d'un 
point quelconque du systbme. 

On pent exprimer la diffi^rence 0^ — 6'* en fonction des paramfetres 
du deplacement et de la direction (a, j3, y). On a d'abord 



e' = a)Sin(p,(i)) = i/\ (gcosy — rcosP)»; 
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de plus, le groupe d'od Too deduit le groupe (8)doDne 

e»-^e>=:\ €j cos'a 4- e"-4- aV eiCOSa(^cosy — rcosP), 

et par suite, en ^liminant €, 

0*— 6'^= aV €,cosa(g cosy — rcos(3) 4- V (ei— e,)'*cos*acos»p; 

on en conclut 

(i2) C = \ Ccos'a — a\ r(e,— e,)cosacosp-»- > (ei — c,)'cos>acos»p. 

On voit que la variation de csuit une loi plus compliqu^e que celle 
de 6. Aussi, si Ton veut representor cette loi au moyen d*une surface, 
on prevoit que cette surface sera du quatri^me degre; en effet, si Ton 
pose 



cosa = 



I 



(ar»-f-7«-f--5»)»' 



la relation (la) devient 



(ar»4-7«-f- ;5*) (Ciar'-f- C^j^ -h C,-5*— 2p(D,/iJ — 2q6^zx — a r(D,a?/-) 

4- Q] r*z^ -h (DJ z' x^ -t- (»; ar* j^ = I , 

Equation qui repr^sente bien une surface du quatrieme degr^. 

La discussion de cette surface ne saurait presenter un grand interSt; 
remarquons d'ailleurs que si les differences (D|, (Ds, CDt sont assez pe- 
tites pour que Ton puisse negliger leurs carr^s, Tequation precedente 
se ramene au second degrd en posant 

■ 



x^-\-y^-^z^ 

Quoi qu'il en soit, je donnerai le nom de seconde ddfonnatrice a la 
surface du second degre 
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qui donnerait la loi de la variation de C dans le cas d'une deformation 
sensiblement sph^rique, et qui joue dans ce qui va suivre un r6le 
plus important que la surface qui represente v^ritablement la varia- 
tion de C. 

6. Paramitres mixtes. — Les paramfetres P» Q; R, qui ont pour ex- 
pression p (ca -^ £«) > S^ (e» -^ Si )» ^ (£i -+- £2) » peuvent 6tre consideres 
comme des paramitres mixtes dependant a la fois du deplacement ge- 
neral du systbme et de la deformation. Posons 

soit en outre t^a ^^ valeur de £ pour la direction de Taxe de rotation 6), 
i^ la distance de Torigine au plan tangent k la d^formatrice premiere 
a Textremite du diam^tre dirige suivant Taxe de rotation; on aura 

De Texpression bien connue de £ on d^duit 
d'autre part, 

e? /»' + «,' 9' + e!'" = >7TT = ->F; (') 
or 

3«= p« COS9, 9 = ( d«, p^ j ; 

done 

7 «! P* = -^^^ = ^*«i s6c*9, 
^ *'^ cos*9 ^ 



On aura done enfin pour Texpression de O 

Q»=: &)» (0>— 2 e«-i- e: s6c*9 =&i» [(0 — £.)*-+- £j lang»9] ; 



d'oii 



Q = 0)^^(0 — e«)'-f-eiung»9. 



(*) p«> d^gne le rayon vecteur de la premiere d^formatrice, suivant la direction de Taxe 



de rotation; et, d'aprte la definition de cette surface, on a 6^= —• 
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fit comme Pt Q, R, est done un paramitre mixte, produit d*une vitesae 
angulaire par un coefficient de vitessede deformation. 

III. — Decomposition de r acceleration J'. 

7. II resulte de la simple inspection des expressions de J",, J^, ]'^ que 
Tacc^leration J' pent 6tre consid^r^e comme la resultants de deux acc^- 
leratioDS : 

1^ D*une acceleration dont les projections sont 

et dont la r^sultante est> par consequent, 



^C]x'-hCly'-^Clz\ 



c*est-k-dir6 le demi-paramStre diffdrentiel da premier ordre de la seconde 
D^FORMATRiGEy ou du moins d^une surface homothdtique de celle-cipM- 
sant par le point {Xf y, z); depluSf cette composante de J' est normale a 
cette surface ; 
2^ D'une seconde partie dont les projections sont 

Q^ — Rj, Ra: — Pz, Py~Qar. 

On voit d'abord que cette seconde composante de J' est perpendicu- 
laire au rayon vecteur p, car sa projection sur ce rayon vecteur est 
nulle. De plus, on trouve ais6ment qu'elle a pour valeur 

pOsin\i2,p j; 

c'est done une veritable acceleration composee, car c*est le produit 
d'une Vitesse angulaire par une vitesse lineaire, d'apr^s ce que nous 
avons dit de fi. 

Ainsi, dans le ddplrtcement d'un systime de points dont les vitesses sont 
des fonctions Uniaires des coordonniesj la partie de V accdldration qui 
dipend des parametres de la deformation est la rdsultante : i^ d'une 
acceleration normale a une surface du second ordre homothitique de la 
seconde deformatrice, et egale au demi-paramitre differentiel du premier 
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ordre de cette surface; 2® d'une acceleration composde perpendiculaire au 
rayon vecteur et ala direction de V acceleration mixte Q. 

IV. — Quelques thiorimes sur l* acceleration. 

8. Expression de r acceleration i' estimie suivant le rayon vecteur. — 
Si l*on multiplie les trois expressions J',, J^, J', respectivement par 
x^y^ z, et qu'on ajoute, il vient 

d'oii 

ce qui signifie qu'e/i tous les points d'une surface 

\ = c 

I' acceleration y estimie dans^ la direction du rayon vecteur est inversement 
proportionnelle au rayon vecteur. 
Les surfaces 

sont precisement des surfaces de niveau par rapport k la partie de Tac- 
celeratioQ J' qui ne depend que des deformations du systeme. 

9. Expressions de V acceleration totale relative a Vorigine estimee sui- 
vant le rayon vecteur. — L'acceleration relative k I'origine est la resul- 
tante des accelerations J', 1". MuUipIions respectivement par x^y^ z 
les sommes Jl -+- JJl,, J^ -f- J^, J'^ 4- J^, et ajoutons, il vient d'abord 

xi^ -^yiy -4- zi. =\ C, A^'irrp'N Cicos^a. 

a^Jx -^-/Jj -\- z}\ r~ — wV^^-f-^-* -^ z^) -h{px -h qy -h rzy z=: — p^O'^; 

done 

(i3) j; -f-j;r-_-p(yi:.cos'a-e'A. 

D'autre part, comme d'apres les formules (8) la vitesse d'un point 
relative k Torigine a pour composantes 

fij; -+-p9 cos5> e/-*-p9cos/, ez -f-pScos?, 

jinnaUs de I'icole Normale. a* S4rie. Tome HI. 2 1 
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on en deduit» en les differentiant, 



J' 4- J 



~ 6x -+- pe0 cos$ H —J- — ^? 



avec deux autres analogues. 

Or, multiplier ces trois expressions par ar, j, z revient a les multiplier 
parpcosa, peosjS, /s cosy; si Ton ajoute ensuite membre a membra, it 
vient 

> j;(J^ -i- Ja) <^pM-p'eO >cosacosS -+-p > cosa — ^—^^ — '— 

Mais on a vu ( n** 5) que 

\ cosacos^— O; 

d'apres cette relation, le deuxieme groupe de termes de Tequation pr^c^ 
dente disparalt; le troisieme groupe se decompose en deux autres 

■ , > cosa cos$ -- : o, p'6 > cosa — -j--^ \ 
maisy en vertu de la relation rappelee ci-dessus, on a 

Done enfin on trouve pour la seeonde expression de J^ -r- J^ 

(i4) j;h-j:-p(^-6^). 

Le rapprochement des equations (i'3) et (i4) nous fait precisement 
retomber sur la relation (ii), (n^* 5). 

V. — Determination des parametres de V acceleration. 

10. Les expressions des diverses composantes de Taccel^ration d'un 
point du sysleme, donnccs au n^ 2 [groupes (3), (4), (5)], montrent 
qu'indepcndamment des parametres des vitesses, au nombre de douze, 
que nous avons appris k determiner dans le premier Memoirs (Y), il 
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s'est introduit neuf nouveaux paramfetres 

dtt dtt dsi dp dq dr duy du^ du^ 
di' It' dl' W It' Tt' W 'dt' W 

qu'il faut determiner pour que la loi du mouvement soil connue. 

II semble, d'apres cela, qu'il suffirait de connaitre, outre les vitesses 
de quatre points determines, les accelerations de trois d'entre eux; il 
n'en est rien cependant. 

Si Ton se reporte, en effet, aux considerations geometriques du pre- 
mier Memoire, p. 113, considerations qui s'appliquent exactement aux 
accelerations, on voit qu'il faut absolument connaitre les accelerations 
de quatre points pour pouvoir determiner celle d'un autre point quel- 
conque du systeme. Si le nombre des paramctres a determiner parait 
moindre que ne semblent Tindiquer les considerations geometriques, 
cela tient tout simplement a ce que les equations (3), (4), (5) renfer- 
ment des expressions reduites, rapportees a un systeme d'axes parti- 
culiers, et dans lesquelles ne figurent pas les parametres propres h 
fixer la position de ces axes. 

On voit bien d'ailleurs qu'il en est de meme pour les vitesses, car 
dans les equations (i) il n'entre que neuf parametres, et nous savons 
cependant qu'en realile il y en a douze a determiner. 

En particulier, dansle cas d'un sysleme invariable, il n'entre que six 
parametres dans les expressions des vitesses composantcs; or il est 
bien facile de s'assurer directement sur ces expressions elles-memes 
qu'il ne sulBt pas de connaitre les vilesscs et les coordonnees de deux 
points du systeme. 

Sauf la longueur des calculs, provenant de la complication des coef- 
ficients des variables dans les expressions des composantes de I'ac- 
celeration, la marcbe analytique a suivre pour la determination des 
parametres sera identiquement la meme que celle qui est indiquec 
au n° 17 du premier Memoire. 

VI, — Expression remarquable de la demi-demee du carte de la vitesse 

dans le cas d'une deformation statique. 

li . Si Ton suppose que le systeme n'ait pas de mouvement general 
de translation et de rotation, c'est-a-dire si Ton suppose w, = o, u. = o, 

21 . 
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W3 — o, /? =:: o, ^r = o, r = o, nous aurons ce qu*on peut appeler une 
simple deformation statique dn systeme. C'est ce qui arrive, par exemple, 
(laus les systemes articules que j'ai consideres a la fin de moo premier 
travail. 
Daus ce cas, les expressions des vitesses sont 

dx dy dz 

lit '^''^ Tt'-'^y^^ Tt"'^'' 
d'oii 

en designant par c^i le demi-parametre dilTerentiel du premier ordre 
de la premiere deformatrice. 
Si nous differentions Tequation precedente, il vient 

Or, Af designant le demi-parametre differentiel de la seconde defor- 
matrice, d Tangle que font les normales aux deux deformatrices au 
point (j?, y, 2), on a 

cos ~ \ J— ^ z= — !-^ \ c, £, x^\ done enfln '— — A,3i cos 9, 

^ Oi Ai A|0| ^j 2 at 

Ainsi la demi-demee du carre de la vitesse d'unjpoint du systime dans 
le COS d'une deformation statique est le produit des paramitres diffiren^ 
tiels du premier ordre des deux deformatrices et du cosinus de V angle des 
normales en ce point. 

II etait d'ailleurs facile de prevoir ce resultat, en remarquant que la 
force relative a I'unite de masse n'est autre chose que A,, et que le de- 
placement infiniment petit du point (a?, y, 2) est J|rf/ (premier Me- 
moire, n® 7); le travail elementaire de la force est done 

Ai3, cosS.rf/ ou -d,i>\ 

'2 

Dans une prochaine Communication je m'occuperai des relations qui 
existent entre les forces diverses agissant sur le systeme que j*ai con- 
sidere. On trouve des rcsultats assez interessants, car les forces inte- 
rieures ne peuvent plus etre eliminees comme dans le cas d*un solide 
invariable. 
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CLASSES DE FORMES QUADRATIQIIES 

POOR UN DlfeTERMINANT DONNfi, 



Par le P. PEPIN. 



Gette question a et^ r^solue parDirichlet dans ses Recherches sur les 
applications de t Analyse a la theorie des nombres {Journal de Crelle, 
t. XIX, p. 3^249 et t. XXI, p. I et i34). 

M. Hermite a propose dans les Comptes rendus des seances de VAca- 
demie des Sciences [i. LXXXY, p. 684) une simpliiication qui abrege 
notablement la solution de Dirichlet ; mais si Ton veut developper les 
raisonnements necessaires pour rendre la demonstration complete, on 
ne laisse pas que de rencontrer quelques difficultes. Par exemple, au 
n^ y, si Ton veutdemontrer que la limite du rapport 



il faudra d^montrer que la limite de I'expression 



in 



;x(?)" 



est o. 



Or, comme 6/ est positif ou n^gatif, il n'est pas evident qu'il n'aura pas 
ordinairement le m6me signe que i — y Supposons, par exemple, 

€, = ( — j af ; Texpression precedente devient - V" u], et elle a pour 
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limite a*, a^ designantunevaleur moyenne entre les diverses valeurs 
de a'. Cette difBculte ne peut etre levee sans recourir k des considera- 
tions assez delicates, qui font perdre a cette siniplification une partie 
de ses avantages. 

La solution, dont on trouvera ici le developpement complet, n*ein- 
prunte a I'Analyse superieure que les notions les plus elementaires sur 
la quadrature des surfaces planes. Nous obtenons par Ik un theoreme 
general, d'oii nous deduisons sans peine, soit les formules donnees 
par Gauss dans deux Memoires presentes a la Societe royale de Got- 
tingue (1824 et 1837) pour exprimer le nombre des syst^mes de va- 
leurs de X et de y, qui donnent a la forme 

F =^ ax^ -;- 2 b xy -\~ cjr', 

dont le determinant est un nombre negatif, des valeurs qui ne surpas- 
sent pas une limile donnee; soit les formules analogues donnees par 
Dirichlet pour les determinants positifs. Nous deduisons de ces for- 
mules le rapport entre les nombres de classes proprement primitives 
pour deux determinants dont le rapport est un carre, ainsi que le rap- 
port entre les nombres de classes comprises dans les deux ordres pri- 
mitifs, pour un meme determinant. Le probleme se trouve ainsi ramen^ 
a celui de trouver le nombre de classes proprement primitives pour un 
determinant qui n'est divisible par aucun carre. Cette condition rem- 
plie par le determinant permet de generaliser la formule employee par 
Dirichlet pour exprimer le nombre des representations de n parle sys- 
teme des formes quadratiques diverses qui represenlent Tordre pro- 
prement primitif pour ce determinant. Cela nous conduit a une 
simplification analogue a celle de M. Hermite, mais qui en differe en 
ce que la fonctiou $(a?) s'y trouve remplacee par la fonction plus 
simple E (a?). Grace aux proprietes de cette fonction, nous arriverons 
aux formules cherchees, sans emprunter aucune notion prealable a la 
theorie des suites. 

I. 

1. Soient A Taire comprise dans un contour donne sur un plan; u 
et V les coordonnees d'un point de ce plan. On aura 



=// 



dudv. 
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On obtiendra une valeur approchee de cette aire» si, donnant a u et 
k V des accroissements tr^s-petits du = dv= X, on fait la somnie d'au- 
tant de carres X' qu'il y a de syst^mes de valeurs de u et de v^ qui, 
etant prises dans les deux progressions arithm^tiques u = x\, v = yX, 
correspondent a des points situ^s dans I'aire A. On pourra exprimer 
cette condition au moyen de certaines inegalites 

(«) ?(^>r)<o» ?i(^,r)<o,.., 

que devront verifier les nombres entiers a?, y. 

Soit m le nombre des systemes de valeurs de x et dey, qui verifient 
les conditions [a). Le produit mX' representera Taire A avec une 
approximation d'autant plus grande que Taccro^ssement X sera plus 
petit, de telle sorte qu'en repr^sentant par £ une quantite qui s'an* 
nule avec X on obtiendra pour Taire A la formule 

A -f- e =:mXS' 

ou bien, en faisant t^ = M, 

(ft) AM-i-M£i^m. 

2. Transportons I'origine en un point infiniment voisin yX, d^X, puis 
designons par U|, t^, les nouvelles coordonn^es du point {u^ i^), et par 
oX, j3X les accroissements infiniment petits du^^ ds^^. Les valeurs 
de i£|, f>i seront comprises dans les deux progressions arithmetiques 
oXa?!, jSXj'i, et Ton aura 



= j jdUi dv, — oc^f / X» =:a(3 m, X' 



m^ d^signant le nombre des systemes de valeurs entieres de^Tf et j, 
telles, que les valeurs correspondantes de U|, (^i soient les coordonn^es 
de points situes a Tinterieur de I'aire A. Or, si, dans les formules de 
transformation w = m, 4- 7X, {^ = if^-h cJX, nous remplagons w, ^, M|, i^, 
par leurs valeurs a; X, /X, cc^iX, P74X, nous obtiendrons, en divisant 
par X, 

(c) xz=axi-^y, 7-=p/, 4-d. 
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Dans la derniere equation , qui pent s*^crire 

AM -f- Me=:/?iiap (lim 6=0 pourM=»)y 

/n, representera le nombre des systfemes de valeurs de x et de y^ qui, 
etant prises dans les progressions (c), satisfont aux conditions (a). 

Ajoutons aux formules (c) K--i autres couples de progressions 
arithmetiques, de memos raisons a» ]3, mais tels que chacun d'eux dif- 
fere de tons les autres par la valeur de Tun des residus 7 ou d. En com- 
binant par addition K equations semblables a la dernieret nous aurons 
Tequation 

(I) — — + JJyj = \ m, — m, (limyj =:opourm=oo), 

dans laquelle m exprime le nombre des systemes de valeurs de x et 
de/ qui, etant prises dans les K formules semblables a (c), verifient les 
conditions (a). 

3. Supposons que Taire A soit celle de Fellipse representee par 
I'equation 

au^ -4- 2 bav 4- cc' :^ 1 , 

dans laquelle 6^ — ac = D = — D, < o. On aura 

A = --!L, 

et les conditions que les nombres entiers^o? et/ devront verifier pour 
que les valeurs correspondantes de w = a?X et i' = /X soient les coor- 
donnees de points interieurs a Tellipse se r^duiront a une seule 

(Aj ax* -4- 2 A^/-hc/*<c- ou M; 

en memo temps Tequation (1) deviendra 

KttM 

(II) ^— -f-Me=.m (lime = o pour M = 00 )• 

aPvDi 

Si dans cette formule nous faisons K = i, a ^ ^ == 1, nous obtenons 
le premier theoreme de Gauss : « Le nombre m de tous les systdmes de 



POUR UN DETERMINANT DONN^. 1 69 

vcUeurs entiires des inddterminees x et y pour lesquelles les valeurs d*une 
forme (a, 6, c) de determinant nSgatif -- D, /le ddpassent pas une limite 

M est donne parlaformule -^=> avec une approximation qui croit indd- 

finiment avec M, c'est-a^dire que^ si Von fait crottre indefiniment le 

nombre M, le rapport ^ a pour limite yrr- » (Gauss, Werke^ t. II, 

P.17Q.) 

En faisanta = |3 =r: !2D| dans la mSme equation (II), et choisissant 
les K couples de progressions de telle sorte que la forme (a, 6, c) ne 
prenne que des valeurs premieres avee 2D1, etqu'elle prenne toutes 
celles des valeurs premijbres avee 2D1 qu'elle pent prendre, on oblien- 
dra un second theoreme de Gauss [Werke, t. 11, p. 280) qui permet 
d'evaluer approximativement le nombre des systemes de valeurs en- 
tiferes deo? et de j qui donnent k la forme [a, 6, c) des valeurs infe- 
rieures a une limite donnee et premieres avee D. Ge second theoreme 
est celui dontDirichlet fait usage dans leMemoire cite, etdontil donne 
le correspondant pour les formes de determinant positif. 

4. Supposons que la forme (a, 6, c] soit proprement primitive. Nous 
pourrons assujettir les indeterminees x ^iy k ne lui donner que des 
valeurs impaires. Si les deux elements extremes a et c sont impairs, 
X ^iy devront etre pris dans les deux systemes 

\r = ^r^-^^* 1 7 — 2/1; 

si au contraire a et c sont de parite differente, nous prendrons pour 
premier element (a) celui qui est impair, et nous exclurons les valeurs 
paires de la forme (a, 6, c), et celles-la seules, en prenant x ely dans 
les deux systemes 

r~27„ 1^ = 27. -t-I. 

Dans les deux cas nous aurons 

K = 2, a=p=2, 

Annale$ de Vtcole Nonnale, a« S^rie. Tome HI. 22 
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et par suite 

(III) -^^-4-Me = m (lime = pour M =00), 

m designant le nombre des systeroes de valeurs enti^res de x et de y, 
qui donnent k la forme (a, b^ c) des valeurs irapaires et inferieures k 
la limiteM. 

5. On obtiendra des theoremes analogues pour les determinants po- 
sitifs, en remplagant Taire de Tellipse par celle d'un secteur hyperbo- 

lique compris entre I'axe des a?, la droite j'= ^'ZTu^* ^^ rhyperbole 
representee par Tequation 

dans laquelle 6*— ac = D> o, a > o etc < o; en supposant de plus 
que T et U designent les plus petits nombres entiers et positifs qui ve- 
rifientrequation 

oil nous representons par e le plus grand diviseur commun des trois 
nombres a, a 6, c. Gomme nous n'aurons a consid^rer que des formes 
primitives, nous aurons toujours c = i ou 2. Pour evaluer I'aire A du 
secteur hyperbolique considere, nous prendrons T^quation de I'hyper- 
bole en coordonnees polaires, 

p^= —1 = \ 

^ acos'9 "^ 26coscpsin9-+-csin'<p cos'9(a + a6tang9 -h ctang'9) 

L'aire A sera exprimee par Tintegrale 

^ r ,» _l f rftangy i ./ ctang? — y/D -f- ft V 

jjJP ?-2 J a4-26tang(p-f-ciang»9""b^ \v^Dh- 6 4- clang 9J ' 

prise entre les limites 9 ~ o, et 9 = arc tang ^——T-rj • On a done 

8v^dL \(v^D4-^)(T-6U)-i-acU/ \^^ ^- 6^ J 



8v/D \T~V'DU/ 
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On a done, en ayantegard a Tequation T* — DU^ = e^ 



2V^ \e e " J 



de telle sorte que Tequation (I) devient 

(IV) ^^-, /(--f-~/D^ -f-Me = m (lime =0 pour M = 00 .) 

6. Supposons que la forme (a, hy c) soit proprement primitive. On 
verra, comme dans le eas oil D est negatif, que les valeurs de a; et de^ 
qui donnent k cette forme des valeurs impaires sont toutes comprises 
dans deux couples de progressions (c) ou {&). Faisant doncE = 2, 
« = |S = a, et remarquant que 6 = i , on a 

(V) -^/(T-+-Uv^)-4-Me = m, 

m designant le nombre des systemes de valeurs des indeterminees x et j 
qui, satisfaisant a la double inegalite 

donnent a la forme (a, 6, c) des valeurs impaires et inferieures a M. 
Nous pouvons ajouter que toutes ces valeurs seront positives; car de 
rinegalit6 (A') 

on d^duit 

Comme nous supposons a > o, nous avons 

ax* -*- 26x/-4-c?/*>o. 



a2 
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II. 

7. DesignoDS par il Tensemble des formes quadratiques 

(a,6,c), (a',6',c'), (a", 6", O,. . ., 

propres a representer toutes les classes du m6me ordre primitif de 
determinant D ; par h le nombre de ces classes, par m\ w!\... les nom- 
bres qui, pour les formes (a', fe', c'), (a", i", c"),..., ontlameme signifi- 
cation que le nombre m pour la forme (a, 6,c). De plus, si le determi- 
nant est positif, nous supposerons les premiers Elements a, d^ o^,... 
positifs. Enfin, quand le determinant est n^gatif, nous ne consid^rons 
que les formes positives. 

Si les K systemes de progressions [c] ont ^te cboisis de manifere que 
les valeurs (a, 6, c) soient tons les nombres premiers, relativement k 
un nombre donne A, et qui peuvent etre represent^s parcette forme, le 
nombre m dans lesformules (II) et (lY) sera le nombre des represen- 
tations par la forme (a, hy c) des en tiers premiers avec A, inferieurs a 
la limite M, et qui, si le determinant est positif, satisfont en outre aux 
inegalites (A'). 

Supposons que, pour donner aux diversesforijiesQ toutes les valeurs 
premieres avec A dont elles sont susceptibles, il faille prendre les va- 
leurs des indeterminees a: et y dans K systemes de progressions tels 
que (c), et que ce nombre K, ainsi que les raisons a, |3 des progres- 
sions, soit le meme pour toutes ces h formes 12; les Equations (II) 
et (lY) subsisteront pour chacune de ces formes, et Ton en deduira par 
addition les deux suivantes : 

(0 — — =-f-Me=>m, {2) ^/ -4-- JD) H-Me= > m, 

dans lesquelles \ m exprimera le nombre de toutes les representations 

des nombres entiers premiers avec A et inferieurs a la limite M, qui de 
plus, si le determinant est positif, satisfont a la double inegalite (A'), 
pour la forme (a, b, c), et a des inegalites semblables pour chacune 
des autres formes. 
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8. Soient e^, c'* e"'S... tous les diviseurs carres, autres que i, d'un 
nombre impair n, et designonsparer (n) le nombre de loutes les solu- 
tions des diverses congruences G 

a7^^D(mod.n), j:*.= D (mod. -^j» 
x^^ziD (mod.-^j> x^=:^D (mod.-;;;j» 

Si D est negatif et different de — 1 , le nombre des representations de n 
par I'ensemble des formes 0, qui represententTordre proprement pri- 
mitif de determinant D, sera 27s {n); il sera ^rs (n), si D = — i. Si D 
est negatif et different de — 3, et que les formes CI representent I'ordre 
improprement primitif de determinant D* le nombre des represen- 
tations de 2/1 par Tensemble des formes Q sera 2cr (n) ; il sera 6tff{n) 
siD= -3. 

Ces theoremes sont une consequence immediate des principes etablis 
par Gauss, relativement a la representation des nombres par les formes 
{Disq.,n'' 180 et 181). 

9. Si D est positif, le nombre des representations de n ou de ^npsui- 
vant que Tordreliest proprement ou improprement primitif, estegal a 
zs (/i), pourvu que chaque representation soil assujettie a verifier Fine- 

galite(A'),(6). 

Soil N Tun queleonque des quotients - — -7;' » •> et designons par w 

ICC 

le nombre i ou le nombre 2, suivant que Tordre Q est proprement ou 
improprement primitif. Si le nombre des representations propres 
de 03N par Tensemble des formes 12 est egal au nombre des valours di- 
verses de I'expression \/D (n)od.N)/et qu'on ait egard au u° 181 des 
Disquisitionesy on conclura immediatement que le nombre de toutesles 
representations, tant propres qu'impropres, du nombre eon par les 
memos formes n est egal a ts [n). Or c'est ce qui a lieu quand toutes 
ces representations sont assujetties a verifier les inegalites (A'). En 
effet : 
Toutes les representations propres de oN qui appartiennent a une 

memevaleur, I'expression yD (mod. N), sont donnees par une seulc 
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forme (a, 6, c) du systeme 12, et se deduisent de Tune d'entre elles 
(a, j3), au moyen des formules 



1 2\<i> <i>^/a\a) w/ 






dans lesquelles nous supposeroDs a positif* ce qui est permis, puisque 
nous ne cherchons que les representations dans lesquelles a; etj'sont 
des nombres positifs. Or, parmi les representations determinees par ces 
formules, il y en a toujours une et une seule qui v^rifie la condition 

(A') o<7^-— g— :r. 

En effet, on d^duit des equations (a), entre deux representations 
cons^cutives a?„, y^^ et a?„_, , j;,^, , les relations 

qui r^solues par rapport a 7,1.1 donnent 

Sia7„ety„ verifient la double inegalite (A'), Tequation (j3) donne 
Jn-i =0; et reciproquement, siTequation (]3) donne poury;,_, une va- 
leur negative ou nulle, tandis que yn ne sera pas negatif, a;^ etyn veri- 
fieront les conditions (A'). Or il y a toujours une valeur de n, et une 
seule, qui fait succeder dans la serie des valeurs deyn une valeur posi- 
tive a une valeur negative ou nulle. Pour le demootrer, nousmettrons 
Tequation 

SOUS les deux formes 
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d'oii, k cause des inegalites a > o, c < o, N > o, a > o, on conclut 



la valeur numerique du rapport ^^^^-g — - est done superieure k \/D, 
tandis que —> ou 

peut prendre une valeur numerique aussi rapprochee qu'on le veut 

de \/D, qui est sa limite pour n= ±00 : done, pour deux valeurs den, 
numeriquement trbs-grandes, mais de signes contraires, le produit 



"' ^H^y-^^)= 



r- 



prendra deux valeurs de signes contraires; car le dernier facteur aura 
le signe de son second terme, tandis que u„ change de signe avec n. 
Nous pouvons done supposer que la valeur particuliere /3 deyn soit po- 
sitive; des lors, quand n variera de — 00 a -f- 00 , j„ d'abord negatif 
finira par devenir positif ; car de Tequation 

P "^ a "" ap 

on concluty quand |3 est positif, que ^^^ — -y le plus grand des deux 

termes du premier membre, est positif : les valeurs de 7^, qui corres- 
pondent k des valeurs positives den, seront doncelles-memes positives. 
Nous pouvons done supposer que j3 est la premiere de ces valeurs po- 
sitives, de telle sorte qu'on aity_, 5 o; Tequation (|3) 

donnera 
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II existe done une representation (a, |3) de N, qui, appartenant h la 

valeurconsideree deTexpression v^D (mod. N),verifieles conditions (A'), 
et il n'y en a pas d'autres, car pour toutes les valeurs positives de n 
jn reste positif : il n'y a done plus pour/;, de passage du positif au ne- 
gatif, ce qu'il fallait d^montrer. 

10. Les resultats obtenus dans les deux numeros precedents peu- 
vent se resumer dans ces deux tbeor^mes, oil nous designerons ind6fi- 

niment par n tons les nombres impairs compris entre z^ro et — et par 

z7 (n) le nombre de toutes les solutions des congruences G. 

I® La valeur deym dans VSquation (i) est egale a 3 \ w(/i), eX" 
cepti quand D =^ i , si I'ordre £2 est proprement primitif^ et quand D = 3, 
si Vordre 12 est improprementprimitif. Dans le premier casSm ^l^y Z5[n)^ 

tandis que dans le second \ m = 6 \z5[n). 

2® La valeur de\m dans r equation {2) est toujours egale a N car (n), 

III. 

11. Quand les formes Q representent I'ordre proprement primitif, 
nous avons vu que, pour lour donner toutes les valeurs impaires dont 
elles sont susceptibles, il faut prendre a? ciy dans deux couples de pro- 
gressions (c) ou {&). Chacune des formes H donne lieu a une equation 
semblable a I'equation (111 ) ou k I'equation (Y). L'addition de ces Equa- 
tions nous donnera I'une des deux formules 

dans lesquelles -n est une variable qui s'evanouit avec ^ et la somme 



1 



m a la valeur determinee dans le n^ 10. 



Designons par h' le nombre des classes improprement primitives de 
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determinant D» et par T', U' les plus petits nombres entiers qui v^ri- 
fient Tequation 

Pour etablir les formules qui correspondent dans ce cas aux Equa- 
tions (3) et (4)> nous allons d'abord resoudre ce probl^me : 

€ Trouver le nombre K des systemes de progressions a? = 2 a 4- 7, 
y z= 2v -jr^f dans lesquels on doit prendre x el y pour que la forme 
improprement primitive (a, b,c) recoive toutes les valeurs impaire- 
ment paires qu'elle pent representer. > 

Gomme toute forme improprement primitive pent representer une 
infinite de nombres impairement pairs, et que toute classe pent etre re- 
presentee par une forme dont le premier element soit Tun quelconque 
des nombres representes par cette classe, nous pouvons supposer que 
dans les formes Q les nombres a, a\ a'\... soient impairement pairs. 

Si le disterminant b^ — ac =D est de la forme dr 8/ + 1, oc est divi- 
sible par 8; et comme a est simplement pair, ^ a sera impair, et ^c 
pair. Pour que le nombre n = * ax'^ -4- booy -h \ cy^ soit impair, il faut 
que les indeterminees x, y soient prises dans le systeme unique 
x = 2u-{-i, y = 2^^ : on a doncK = i. 

Si, au contraire, D est de la forme ±8/4-5, ac serade la forme 
8/n-hA, et par consequent les deux nombres {a, \c seront impairs. 
Le nombre n sera done impair si les indeterminees x ety sent prises 
dans Tun des troia systemes 

J?=:2a-hl, lx=:OiU-hl ix=2U, 

jr=:2V'{-i; \jr = 2v; (j^ = 2V4-i. 

On a done dans ce cas K = 3. 

12. La valeur de K etant la meme pour les h' formes Q, nous pou- 
vonsappliquer les formules (i) et(2)dun°7, eny faisanta=^=ci) = 2, 
et remplaQant A, T, U par h\ T', U'. De plus, pour que la limite par 
rapport au nombre impair n soit la meme dans les deux ordres primi- 
tifs, nous remplacerons la limite M de 2n par une valeur double 2M. 
Nous avons ainsi 

(5) :=.- 4- 2My}= > m, (6) =- / I i JD ) 4-2My}= > m. 

Annalex de VEcole NormaU, a« Serie. Tome HI. 23 
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Puisque dans ces formules \m a la meme valeur respectivement que 

dans les formules (3) et (4) {voir n° 10), en exceptant le cas ou 

D = — 3> nous pouvons egaler les premiers membres, puis passer a la 

limite apr^s avoir tout divise par M. Nous obtenons ainsi les deux 

equations 

A = K A', si D est n^gatif et different de — 3 ; 



/ 



(^^^) 



h=zKk'--^, -=^9 siDest>o. 

. /(T-t-U^D) 



Pour D = — 3, on a (10) 



\ m=: !i\ cy(w 



dans la formule (3), tandis que dans la formule (5) 

on aura dans ce cas 

3A = KA', 

Or nous avons trouve (ii) que K est egal a i ou k 3 suivant que D 
est de la forme db 8/-M, ou de la forme ±: 8/4- 5. Nous pouvons 
done enoncer ce theoreme : 

Le nombre des classes pour un determinant ndgaiifest le mime dans les 
deux ordres primitifs^ si le determinant change de signe est de la forme 
8 / -h 7 ; siy au contraire^ il est de la forme 8 / -h 8, Vordre proprementpri- 
mitif contient trois fois plus de classes que Vordre improprement primittf. 

Le determinant D = —3 fait exception; les deux ordres primitifs 
de determinant — 3 renferment chacun une seule classe. 

13. Si D est positif et de la forme 8/ + !, Tequation 
n'admet pas de solutions en nombres impairs; on a done 

T— 2T, U' = aU; 
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et comme dans ce cas K = i, la formule pr^cedente donne h = h\ 
Done 

< Pour un determinant positif 8 / + 1 , les deux ordres primitifs ren- 
ferment le meme nombre de classes. > 

Si D = 8 / -4- 5, K = 3; mais il faut distinguer deuxcas, suivant que 

Tequation 

T'»-DU'»=:4 

est possible, oui ou non, en nombres impairs. Dans le premier cas, on 
aura la relation 

d'oii 

/(T-t-Uv'u) 3 i 

Dans le second cas on aura 

T':T=aT, V'=iV, 

et par consequent h=^Zh\ Done 

Pour un determinant positif 8 / -h 5 le nombre des classes propre- 
ment primitives est ou dgala celui des classes improprement primitives, ou 
triple de ce dernier nombre, suivant que r equation 

n^admet pas de solutions en nombre impair, ou quelle en admet. 

Gauss fait remarquer que, sur 75 nombres de la forme 8/ 4- 5 et in- 
ferieurs k 600, il y en a 16 pour lesquels I'ordre proprement primitif 
renferme trois fois plus de classes que I'ordre improprement primitif^ 
et 59 pour lesquels les deux ordres primitifs admettent le meme nombre 
de classes. 

IV. 

14. Les equations (i) et (2) determinent aussi le rapport des nombres 
de classes pour deux determinants dont le rapport est un earr6. Pour 
Tobtenir, nous devons d'abord resoudre le probl^me suivant : 

23. 
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t Determiner lenombreKdessyst^mesde progressions a? = 3/1114-7, 
y = 2p{^ -^ 5, dans lesquels il faut prendre les indeterminees x^y, 
pourdonnera la forme proprement primitive (a, 6, c) toutes les va- 
leurs premieres avee 2p dont elle est susceptible. Nous designons par 
p un nombre premier impair. > 

Comme les residus 7 et $ doivent etre pris dans la suite o, i, 3, 
3,4»--9 3/7 —I, le nombre de tons les systemes possibles est ^p^; mais, 
pour obtenir le nombre K, il faut retrancher de 4/>^ 1^ nombre de tons 
ceux de ces systemes qui rendent (a, b, c) divisible par 2 ou par/». Or 
on a 

Comme le nombre a est impair, on ne pent rendre n impair qu*en pre- 
nant y et (^ dans Tun des deux systemes 

y = 2^-f-i, iz=iYi; ou y — 2^-ha, dr=:2y)-hi. 

Dans le second systeme a est egal a i ou k zero, suivantquecest pair 
ou impair; mais il fautexclure de ces deux systemes toutes les valeurs 
de § et Tfj qui verifient respectivement les deux congruences 

[a(2?-hi) -f- 26y)]»— 4Dyj*r77-o (mod./?), 
[a(2$-f-a)-4- 6(2yj-hi)]'--D(2y? -m)' = o (mod.p). 



I^ 



f-| = — I. Ghacune de ces congruences n*admet qu'une seule 
solution, savoir la premiere 

yj — o, 2$ -+-1 —/I, 
et la seconde 

an -{-I = p, 2^4-a = f?ouo, suivant que a = i ou o ; 

done 

K — 2/?'— 2 — 2 (/?' — 1). 

2*^ (-) =1. Pour chaque valeur de >j comprise entre i et/^ — i, in- 
clusivement, la premiere congruence fait correspondre deux solutions. 
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savoir 
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tandis qu'il n'y en a qu'une seule qnand yj = o, 5 

De mSme la seconde congruence donne une seule solution quand 
10 = ^""' i et deux pour toutes les autres valeurs. Le nombre des solu- 
tions de chaque congruence est done 

done 

K ~ 2/?* — ^p-+- 2=r2(/> — l)'. 

3^ D^o(mod.^). Les deux congruences considerees se r6duisent 
aux suivantes : 

a( 2$ -+-!)-+- 26^3== o, fl(2$4-a)-4-6(2y}-4-i)^o {moi.p). 

Pour chaque valeur de 77, chacune de ces formules determine pour ^ 
une valeur unique; ce qui fait en tout 2p solutions. Done 

K = 2/>'— 2/? = 2/1 {p — i), 

15. Cette valeur de K ^tant independante des coefficients de la 
forme {a^b.c)^ nous pouvons appliquer ici les formules (i)et (:i) en 
y faisanta = j3 = 2p. 

Prenons d'abord deux determinants negatifs D et Dp^. D^signons 
par h' le nombre des classes proprement primitives pour le dernier de- 
terminant, et par K' le nombre des systemes de progressions 2pu + y, 
^/H' + 9, dans lesquels il faut prendre les valeurs des indetermin^es 
pour obtenir tons les nombres entiers premiers avec 2pf qui peuvent 
etre represent^s par les formes proprement primitives de determinant 
D/>'. Enfin designons par cti (n) le nombre de toutes les solutions des 
congruences 

(C) j?*==D/>»(mod.n), x^^Dp^ f mod.-^U x'^Dp^ ( mod. -t^j---? 

qui correspondent aux congruences (G) du n^ 7. Comme le module n 
est premier avec/?, toutes ces congruences admettentles mSmes nom- 
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bres de solutions que les congruences (G) auxquelles elles corres- 
pondent respectivement. On a done w, (n) = tar (n), et par suite /^'w 

conserve dans Tequation (i) la mSme valeur, quel que soit celui des 
deux determinants D et Dp^ auquel on Tapplique. On aura done 

KAtt K'A'tt , n # 1. 

;=r -+-e'— e, lime' = lime = o, 



d'ou 

Or, d'apr^s le numero precedent, K' = 2/> (/? — i) (3®), tandis que 
K a Tune des valeurs a (/i* — i), 2 (p — 0* ^^ ^P[P'^^)^ suivant que 

I'on af— j= — I, f— j=-f-i, ouD^o (mod./?). On a done res- 
pectivement dans ces trois cas 

A'=:(p-f-l)A, A'=:(p-i)A, A'=/iA. 

On pent reunir ces trois formules en une seule 

pourvu que Ton convienne de reduire a zero le symbole (— ] quand D 
est divisible par p. 

16. De mSme, quand D est positif et qu'on applique Tequation (a) 

aux determinants D et Dp^^ on reconnait que \ m a la meme valeur 

dans les deux cas; car les raisonnements precedents pour etablir I'ega- 
lite cTi (n) = rs (n) sont independants du signe de D. Nous avons done 



8/?>v^D 8/?»v^D 

d*OU 

(8) H' = hp\.^i'^\l\ ^(T-^Uy^n) 
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T et U' designant les plus petits nombres entiers et positifs qui y^ri- 
fient r^quation 

17. Le rapport des nombres de classes proprement primitives pour 
deux determinants D et 4D se deduit immediatementdes formules(III) 
et (Y), en remarquant que, les deux congruences 

a:»sD(mod.~j el a:^s4D (mod. ^J 

ayant le mSme nombre de solutions, \ m conserve la memo valeur 
quand on passe du determinant D au determinant 4D. On a done 

d'ou, en passant a la limite, 

(9) A' = 2A, siD = -D,<o; h=!ih , "^"^1, > siD>o. 

T' et U' sont les plus petits nombres entiers et positifs qui v^rifient 

I'equation 

T'»~4DU'»=i. 

18. Les formules pr^c^dentes conduisent sans peine au rapport des 
nombres de classes pour deux determinants D et DS^. Soient h et h' ces 
deux nombres, et 

PfP\.,. designant des nombres premiers diviseurs dQ D, q, q\.., des 
nombres premiers non diviseurs de D. On passera du determinant Dau 
determinant DS^, en multipliant successivement par les carres des fac- 
teurs premiers de S, et k chaque multiplication les formules (7), (8) 
ou (9] feront connaitre comment varie le nombre des classes. 

Supposons D < o. On passe du determinant D au determinant 2^^D, 
en multipliant v fois par 4* Chaque multiplication double le nombre 
des classes. Le nombre h^ pour le determinant a^^D sera done a^A. 
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Oa passera du determinant 2*^Dau determinant 2^''p^^D, en multi- 
pliant a, fois par p^. Comme a chaque multiplication le nombre des 
classes est multiplie par/?, il devient 2''p^h. II en est de meme pour 
les autres facteurs /?',/?",.... Posons 2^" a^*/?' **'... D = D< ; le nombre des 
classes de determinant D| sera done 2^p^p'^\..h. 

Or on passe du determinant D| au determinant D|{^*^ en multipliant 
]3 fois par q^. A la premiere multiplication le nombre des classes est 

multiplie par ?i— (-)^neta chacune des multiplications sui- 

vantes il est multiplie par ^. II deviendra done 

.«;,V'...^'[.-(5)^]a. 

De meme, lorsqu'on multiplie le determinant par q'^^\ ^'^^\ .... 
le nombre des classes est lui-mdme multiplie respectivement par 

(.0) '''=''^"['-(?)^} 

oil n indique le produit de toutes les valeurs que prend le bindme 
I — (—)'-» lorsqu'on egale q aux diviseurs premiers inegaux de S, qui 
ne sont pas en meme temps diviseurs de D. 

10. Pour UQ determinant positif D, nous poserons 

en designant par m, /n\ m^... tons les facteurs premiers tant egaux 
qu'inegaux. du nombre S; et nous representerons par T, U; t, y ; t', y'; 
t'', v";.... T', U' les plus petits nombres entiers et positifs, qui veri- 
fient respectivement les equations 

T» — DU»=:i, T'-D/n'u'::^!, t'' — D m»m'» u'» = I, 
t"» — Dm»/n"m"^;;"=' =1,. . . T'^— DS^U'^ =1. 

Lorsqu'on passera du delerminantD aux determinants Din^,D/n^/n'', 
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Dm'm'^in"*,... DS*, le nombre des classes A sera multiplie successive- 
ment (i6) par lesfacteurs 

I \ /n' / "« J /(T' + u'mmVl>; 




On aura done, en supprimant les facteurs communs, et r^duisant k 
z^ro le symbole ( — ] quand M est divisible par/), 

L \qJ ?J /(r + u's^D) 

Lesformules (lo)et (i i), jointes aux r^sultats obtenusdans les n^ia 
et 1 3, ramenent la recherche du nombre des classes de formes qua- 
dratiques de meme determinant et de meme ordre au cas oil le deter- 
minant n'est divisible par aucun carre, et oil Tordre considere estpro- 
prement primitir. Elles font aussi connaitre le rapport des nombres de 
classes pour deux determinants dont le rapport est le carr6 d'un 
nombre rationnel quelconque. 

V. 

20. Posons D = S^(D, S^ designant le plus grand carr^ qui divise D, 
et continuous aexprimerpar cr(n) le nombre des solutions de toutes 
les congruences G (n^8). Les rechei'bhes suivantes out pour point de 
depart la formule 

'(»)=2(?). 

JnnaUi de Vieole NornuUe, 3* S^rie. Tome III. 2 j 
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dans laquelle le signe \ s'^tend k tous les diviseurs de n, d^sign^s in- 

definiment par i. Quand le nombre n est premier k 2D, elle revient aux 
deux theoremes demontres par Dirichlet au paragrapbe VII du M6- 
moire cite (Crelle, t. XXI, p. i). Mais nous avons besoin de T^tendre k 
des yaleurs impaires quelconques de /i, dans le cas 011 S = i . 

Nous allons d*abord la demontrer pour une valeur quelconque S, 
mais en supposant n premier k aD. Nous reproduisons cette demons- 
tration de Dirichlet pour ne pas obliger le lecteur k recourir k un re- 
cueil etranger. 

Supposons d'abord que tous les facteurs premiers de n soient divi- 
seurs de laformule x^ — Q; etposons 

Chacune des congruences x^ — (D^o (mod.^j admet un nombre de 
solutions egal a 2^, en designant par jx le nombre des facteurs premiers 
in^gaux du quotient —* Tout se reduit done k faire la somme des di- 
verses puissances a^, qui correspondent k toutes les valeurs differentes 
de —• Pour cela, considerons le polynome 

qui doit etre continue tant que les exposants ne sont pas negatifs, et 
dans lequel le coefficient du dernier terme est suppose egal k 2 ou k i, 
suivant que Texposant de ce terme est i ou o. Le produit developp^ 
de ce polynome et des polyndmes analogues relatifs k/29 /s*-*- etant 

evidemment compose de tous les termes de la forme 2^ ;, on ob- 

tiendra la somme des puissances 2^ en rempla^ant les nombres/,,/), 
/a,... par Tunite. Mais par ce changement les nombres F|, Fa,... 

deviennent X^ -4-1, X2-+- i, Done la somme cherchee est 6gale k 

(X, -f-i)(Xa-M)(X3 4-1)..., c'est-a-dire au nombre des diviseurs den. 

Comme ce dernier nombre est egal 21 \ (— )' '^ th6orfeme est d^mon- 
tre dans ce premier cas. 
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Supposons maintenant 

en d^signant par ^les diviseurs premiers de n dont co n^est pas residu. 
Parmi les congruences G, dont la forme g^n^rale est 



^D(mod.f.) 



il n'y aura de possibles que celles dans lesquelles le quotient — ne ren- 

ferme que des facteurs du premier genre/. Pour que cette condition 
soit remplie, il faut que e^ soit multiple de ^/ gl\ . . , ce qui exige que 
tons les exposants VoVa,... soient pairs; et dans ce cas 

cj(/i)=(X, 4-i)(>, 4- i){i5-f- I)...; 

si au contraire Tun des exposants V|, V2... est impair, aucune des con- 
gruences G n'est possible; de sorte quezs {n) = o. Nous devons done 

prouverque la sommeN f~ j se reduit k (X, + 1) (Xo -f-i) (X3 + 1).. . 

dans le premier cas et a o dans le second. Pour cela faisons le produit 
des polynomes 

i4-/.-h/;-f-...-h/,s !+/.-<-/; H- ...-+-/;•,... i+grt -^-gr; +...-*- g?,..., 

dont les termes sont les diviseurs de n. L'un quelconque de ces divi- 
seurs etant designe par E» on a fjTJ =1 ou f^j = — I, suivant que le 
nombre des facteurs g contenus dans K est pair ou impair. La somme 
\ (— ) est done 6gale a la valeur que prendle produit 

lorsqu'ony remplace/0/2,... par i, ^1, gi,...p^T — i; done 

2j\T) =(^«-+-0(Xa4-l)(X3-f-l)... ' ^ ' 

a4* 
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Or il est Evident que cetle expression se r^duit a (X| -f-i) (Xj H-i)... 
quand tous les exposants v,, V2,... sont pairs, et k o quand Tun de ces 
exposants est impair. Done : 

TntoaikME. — S« D = cdS^, S' ddsignant leplus grand carri que di- 
vise D, et que is[n) reprdsente le nombre de toutes les solutions des con- 
gruences 

(G) x'^D(moi.n), x'=Dlmoi.^\ x' = D(mod.^j 

dans lesqueUes n est un nombre premier avec 2 D, dont tous les diviseurs 
carrdSf autresque i, sonte^^ ef^^^f le nombrets {n) est exprimdparla 
formule 



• t • 



(12) m{ 



»'=S(t) 



ou la somme \ doit Stre itendue a tous les dinseurs i den. 

Geth^oreme, combing avee celui du n^ 10, donne les deux theoremes 
de Diricblet. 

21. Soit S = i, et par consequent D =(D. La formule (la) subsiste 
dans le cas meme oil n n'est pas premier avee (0, pourvu que I'on con- 

vienne de reduire a z^ro le symbole \jp lorsque in'est pas premier 

avee Ob). En effet, posons 

n — n'lLf^ 

m 

n! d^signant un nombre impair premier avee (D> K et / ne renfermant 
que des facteurs premiers diviseurs de cD, et K n'etant divisible par 
aucun carre. La congruence 



^'^(D ( mod. ~j 



est evidemment impossible, si le quotient — renferme le carre d*un fac- 

teur premier de (0; ellen'est done possible qu'autant que e = fx/. Les 
seules congruences possibles parmi les congruences (G)» sont done celles 
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qui se rapportent aux modules n'K, —7- > — 77-? • • • • Done 
D'ailleurs le nombre des solutions de la congruence 



ar'=^(D (mod. — p j 



est le memo que celui de la congruence 

car dans la premiere congruence x doit etre divisible par K. Or les 
deux congruences 

K^; = ^ (mod.^j> et ar> = (D f mod. — J 

admettent le memo nombre de solutions. Gomme en outre les diviseurs 
carres |ul'» /x'\... de n'Esont les diviseurs de n\ le nombre cr (n'K) 
de toutes les solutions des congruences 

x^^(Q{ mod. n' K ), ( mod. — p ] > ( mod. — 7^ ) > • • • 
est le memo que le nombre de toutes les solutions des congruences 

x^^Q (mod. n'), ( mod. — J 1 ( mod. -tj ) > • • • • 
On a done 

Or la formule (1 a) est applicable au nombre n\ D'un autre cdt^t la con- 
vention qui reduit a zero le symbole ( — U quand les nombres CD et i ne 

sont pas premiers entre eux, reduit la somme \ (-^ }' etendue k tous 

les diviseurs i de n, aux seuls termes qui se rapportent aux diviseurs 
de n\ On a done toujours 

,„)=2(f): 
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22. Probl£me. — Trower la lindte du rapport ^^ ^ quand /x crt)fl 

inddfiniment, et que la somme indiquie au numdrateur sUtend a toutes 
les valeurs impaires de n, qui ne surpassent pas la limite jx. 

En renoplagant tar(/i) par la valeur que nous veaons de trouver, on 
obtient 

I"<")=IS(?)- 

La premiere somme se rapporte au nombre impair n, que Ton fait 
varier de i k/x, et, pour chaque valeur de n, la seconde somme s'^teud 
a tous les diviseurs i de n. Or le nombre de fois que le memo terme 

( -T- j entrera dans cette double somme est egal au nombre des termes 

divisible par e dans la suite des nombres impairs i, 3, 5,... qui ne sur- 
passent pas la limite /x. Or, en supposant /x impair, ce nombre est 

E I- — T^ji E (a;) designantle plus grand nombre entiercontenu dans a?. 

En effet, posons 

La suite des nombres impairs i, 3, 5,..., /x' pourra se partager en 
groupes de i termes chacun, a Texception du dernier groupe qui n'aura 
que r termes : 

21+1, ^1-4-3,..., 3/,..., ^i — i, 
(aK— 2)i-f-i, (aK— 2)1 -4- 3,. . ., (2K— i)/,..., 2K1— i, 

2K1-+-1, 2Ki-f-3,..., 2Ki-+-2r— I, 

Gbaque groupe de i termes contient un multiple de if et un seul, 
tandisque le dernier groupe n*en contient aucun si r < > et un seul 

si r> Le nombre des multiples impairs de i compris entre i et ft 

est done E dans le premier cas, et K +1 dans le second cas; or c'est 
aussi la valeur de la formule E (^^--^) 5 car on a 



E(g^')=E("^^'-^;p^'-^')=.K4-E 
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Nous pouTODS doDc poser 



S"'»'=I(?)K'^') 



Soit |tJi = 8 (Dn^ — I, et partageons la somme prec^dente en deux 
parties, Tune comprenant toutes les valeurs impaires de i, comprises 
de I a 800/1 — I, etl'autre s'etendant de 800/14- 1 a 800/1^ — i. Celle-ci 
pourra se partager en sommes partielles dont chacune s'etendra aux 
valeurs de i comprises entre deux multiples consecutifs de 800; elle sera 
ainsi exprimee par la double somme 

danslaquelle nous 6crivons f—j au lieu de (g^TcTT"/)' ^ cause de 
r^galit^ de ces deux expressions. 
Si, pour une valeur de K, le second facteur E f ^^ j ne 

change pas de valeur quand on fait varier / de i k 8 00 — i , la somme par- 
tielle correspond ante est nulle; car on a 

D'ailleurs ce facteur ne pent changer qu'une fois de valeur dans Tune 
quelconque des sommes partielles qui, dans la formuIe(A), corres- 
pondent aux diverses valeurs de K. Supposons en effet que, pour une 
valeur de K, il y ait deux changements de valeurs; designons par m 
la premiere valeur, et posons, pour abreger, 8K00 4-i=p; on aurait 
les deux inegalites 

d'oil 

ap 2/?-4- 1600—4 

/x(800> — 2)>p(2p-h i600 — 4)» 

et a fortiori 

8 w' 00.800> 2 p» > 28»00' n% 
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puisque K^n. Gette in^galite etant impossible » le second factenr 
dans la formule (A) ne pent changer qu'une seule fois de valeur dans 
Tune quelconque dessommes partielles qu'elle renferme. Soit/la va- 
leur de / pour laquelle s'opfere un cbangement de valeur. On aura, en 
se rappelant la formule (B), 

=-r"(?)=sf(f)- 

La valeur numerique de cette somme partielle est done inferieure k add, 
et, par consequent, on pourra Texprimer par la formule 2EQf s disi- 
gnant un nombre compris entre -- 1 et + 1 . 
Or pourE=non a 

\ ibn(Q -+- 2 / a 

et pour K = n^ — I , 

done, dans I'etendue de la somme (A), ce facteur ne pent pas changer 

de valeur pour un nombre de sommes partielles superieur k ~n. Cbsh- 

cune de ces sommes partielles ayant une valeur numerique inferieure 
k acD, et toutes les autres se r^duisant k zero, on aura 

£ etant compris entre — i et 4- 1 . D'un autre cote, 

r""(f)'=('^-) =jS(?)?-iS(?)- -<•■<■• 

chaque produit [~ j ^tant inferieur a Tunite, tantdt positif et tant6t 
n^gatif, il est evident que la somme V (~) ^/ ^st inferieure num^ri- 
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quement au nombre de ses termes 4/^Od- On a done 



S(f)'^('^)=5S(?)?-<'« 



e. H- /iCDe, 



£ et 6, etant compris entre — i e t -f- 1 . Si Ton divise par /x = 8 n' (D — i , 
et qu'on fasse croitre n indefiniment, on trouve 



<■'' HWH'^)-^W)i="- 



2gj(/») 



23. Nous avons vu (10) que, pour Tordre proprement primitif du de- 
terminant negatif (0, le nombre \m dans I'equation (i) est egal a 

a\ w(n) ou a4 \tar (n), suivant que Ton a — a)>i,ou— (D=i. 

De plus, pour nous mettre dans Thypothfese de la formule (i3) ou n 
reQoit toutes les valeurs impaires inferieures k fx, il faut (n^ 4) poser 
a = ]3==K=2. L'^uation (i) deviendradonc 

En divisant par fx = 8 n^ (D — i » et faisant tendre n vers ao , on obtient 

Gette equation, jointe kTequation (lo), donne, pour exprimer le 
nombre A des classes proprement primitives du determinant n^gatif 
(E)S^, la formule 

„4, ,.ii«e«„[,_(|)i]2(»)|. 

Si (D ~ — i» il faut doubler le second membre de cette equation. 

24. De meme, si (£> est positif, I'equation (2), dans laquelle on fera 
a = p = K = a, afin que le nombre n puisse recevoir toutes les valeurs 
impaires inferieures a la limite M» pourra se mettre sous la forme sui« 
vante : 

Jiutales de Vtcole NormaU, 3* S4rie. Tome HI. 25 
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car \ m == V cr (n) (n^ 10). Or en divisant par fx, comme pric^dem- 
ment, et passant k la limite, on en deduit la formule 



A= ^^^ 






/(T^-U^CD) 

qui, combinee avec I'^quation (ii), donne» pour exprimer le nombre 
des classes proprement primitives du determinant CDS', T^quation 

(,5) H= ^ ^Sv/5 r^/(g\iiy/g\i, 

/(r-f-u'sVcK)) L \g/9J^\'/' 

Dans cette formule, comme dans la pr^c^dente, q d^signe ind^fini- 
ment tons les facteurs premiers inegaux de S, pour lesquels Q n*est 
pas divisible. 

La convergence de la s6rie\ ( — j i est d^montr^e par la manifere 
memedontnous I'obtenons; mais, comme les modules de cette serie 
ferment une serie divergente, la limite vers laquelle tend \ (" ) -^ de- 
pend de la loi suivant laquelle on s'avance parmi les termes positifs et 
les termes negatifs. Dans les formules pr^cedentes, cette serie doit 6tre 
reduite a sa limite principale, celle vers laquelle elle tend quand on 
prend les valours de i dans I'ordre croissant de grandeur; car, dans la 
formule 

S>,„=S(?)b(^> 

on ne pent prendre aucune valeur de i sup^rieure a la limite de /x, et 
Ton ne prend aucune valeur de i sans prendre toutes celles quilui sent 
inferieures. 

25. Comme le nombre des classes proprement primitives h pent se 
determiner directement, les formules precedentes donnent les limites 
principales des series que Ton deduit de la serie harmonique en affec- 
tant du signe — i une partie de ses termes, suivant certaines lois deter- 
minees. Nous en donnerons ici quelques exemples. Prenons d'abord la 
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formule (i4) en y joignant S = i, ce qui reduit k I'unit^ le produit 
n I— f — j i L nous aurons 

2(?)7=r^"S(^)HS'-'-Hi- 

La seconde formule nous donne la serie de Leibnitz 

TT __ I I II 

3579 

soit (D = — a. Or ( ^^ j = ( — i ) • * = i ou — i , suivant que i est 

de Tune des formes 8 n -t- 1 , 3, ou de Tune des formes 8n -f- 5, 7. On 
a donc» comme A =1, 

TT I I I I I I I 



2^2 3 5 7 9 II i3 i5 

Pour (D = — 3, on trouve 



TT III I I I I 



• • • • 



2^3 5 7 II i3 17 19 23 

Dans les deux premieres series, les termes ^ et ^— — ont les 

■^ on -hi on 4-7 

memes signes, tandis que les autres termes ont des signes contraires. 
On aura done, enIes.ajoutant, 

(i4-v/2)7r__ £ I i^ J I I 

8 7 9 23 25 3 1 38 ' ' * 

De meme, en faisant S := i dans I'equation (i5)» on en deduit 



y /CD\ I A/(T + Uv^(D) 




2d\i ) i 2 v/(D 




Soit (D = 2, on a 




(7) =<-)-•-. 




I I 1 I I I I I 

3 5 7 9 II i4 i5 17 


/(3-*-2V^) 
1^ 




25. 
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soit (D = 3, 

I I j_ I I i_ _ /(a -f- v^3) 

'"■5" 7 M i3 17 19 '*• "" ^3 

Ccs exemples suffisent pour indiquer les applications que Ton peut 
faire des formules pr^c^dentes dans la theorie des suites. 



VI. 

26. Quand le determinant (D est negatif, la transformation de la s^rie 

\ f -r j 4^9 que nous d^signerons par V, met en evidence une relation 

remarquable entre le nombre des classes proprement primitives du 
determinant —net Texposant jx, qui permet de resoudre, au moyen 
de certainesfonctionsd, Tequation 

dans laquelle/? designe un nombre premier de la forme no +1. Nous 
trouverons, pour e}( primer le nombre des classes h, les memes fonc- 
tions num^riques au moyen desquelles Cauchy a exprime la valeur de 
I'exposant |x [Memoires de I'Academie des Sciences^ t. XVII). Nous 
commencerons |iar rappeler que la suite 

sin 3 9 sin 5© sin 7© 

(i) sin© H 5-^ -\- —^ H ^-i 4- . . . 

^357 

est egale a^ lorsque 9 est compris entre ^mn et [2m'\'i)n, et a 

IT 

— 7 quand 9 est compris entre (2m 4-1) Tret (am 4-2)71, m d^signant 
un entier quelconque. 

mm 

Si dans la serie (i) nous remplaQons 9 par - 4- 9', elle devient 

, , , COSSffl' COsSo' COSTO' 

(a) cos<p' j-^H gJ- -i-^ 



• • • • 
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Gette seconde s^rie est done £ga1e ^ 7 ou a — 7' suivant que Tare 

-4-9' est compris enlre 2mn et (am 4-1)71, ou entre (a m -f-i)7r et 
(a/w -1-2)71. 

27. PosoDs dans la s^rie (i) 9 = ^ ± 9' et transformons le r^sultat 
au moyen de la formule 



sinp {j±:f\ =sinpj cos9'd:cos/>7 sincp' 



— (-I) « _^4r(_,) • — ^ 

V^2 ^2 



Nous obtiendrons les deux formules suivautes : 



^ P ^J P nJ: 



dans lesquelles / et ^ sont deux nombres entiers qui v^rifient respec- 
tivement les deux Equations 

7 + 9' —fn 4-9", V - 9' ^ ff^ -^- 9"* 

oil ff" et (f" designent deux arcs compris entre o et?:. En combinant ces 
formules par addition et parsoustraction, on obtient 

(3) y(-,;-^-^'^'H£^=^[(-.)>-.(-.H 

Dans ces formules les sommations indiquees s'^tendent k toutes les 
valeurs impaires de p. 
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done nous designons par fi, /x\ fi" les nombres entiers compris respec- 
tivement dans ces trois intervalles, nous aurons 

-4-7h[2©-I(^)-2(^)} "=*'-■• 

Or les valeurs de [i et fx"" se eorrespondent une a une par la formula 
[i"=n — ii; d'ailleurs on a 

done 

D'un autre eote, la formule 

I 

donne 



On a done 



(7) 



^ = JkS(n)' '^^^^-^'^ o<^<in. 



29. Soil (D = — 271 : on aura 



i« — 1 r — I / . X n - I I - i 



(f)=m(f)=<-'^^^a)'-'^- 



I® Si n = 4^ + '» 



i« — 1 1-1 



(?)=<-.)• ^-(i) «• a)=^^ia)c«=(.-^ 



'")• 
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(?)=.-)-a) " a)=,^2(-:)-('-^)- 

Eq substituanc ces valeurs dans la s^rie Y, et intervertissant Tordre 
des integratioDSy on obtient 



w^ / f \ w^ ( — COS ( I — I 
•-. / f \ w^ ( — > ) sin ( I ) 

La transformation de ces formules, aumoyen des Equations (3) et (4)f 
donnera 

^ = i-^S(:)K->'-'-''l' 



4>/ 
ou 



^=iil=JG) «-"-'-«• 



4V 

suivant que le nombre n sera de la forme 4 ^ + 1 ou de la forme 
4^-+- 3. 

Dans ces formules, les integrations s'etendent k toutes les valeurs 
de / premieres avec n et inferieures k /i; les nombres entiers sont d6- 
termin^s respectivement par les deux equations 

dans lesquelles € et i' doivent Stre compris entre o et i . Or, quand le 
nombre / varie de o k g* 

/=o, g = o; 
JnnaUi tU VEcoU IformaU. »* S^riet Tome III. 26 
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n ^ n 

quand le nombre / varie cle ^ a -tt-9 
quand le nombre / varie d^ -^ a -^^ 
quand le nombre / varie de -r^ k ^^ 



quand le nombre / varie de ^ a /i, 

Si nous d^signons ind^finiment par /, l\ 1% r, l^ les nombres entiers 
compris respectivement dans ces cinq intervalles, nous trouvons 

Les nombres /''' et / se correspondent deux a deux par la formula 
t^ = n — I: done 



m>-m 



De meme, les nombres T peuvent se partager en deux groupes, les uns 
compris entre -y ^t ~) que nous designerons par /«, et les autres com- 

pris entre ~ et -g^» qui seront donnas par la formule /i — /<. On a done 



m-m 
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et la premiere des deux formules obtenues devieot 

<»'^=^[2(^)-S(-»> "=<--■ "<'<5' T<''<=- 

Les nombres /' et r se correspondent deux a deux par la formule 
r = n — I'; d'ailleursy le nombre n etant de la forme 4^+ 3, on a 

done 

30. En substituant, dans la formule 



les valours de Y que nous venons de trouver, nous obtiendrons, pour 
exprimer le nombre des classes proprement primitives pour un deter- 
minant negatif CD, les quatre formules suivantes : 

I. (Q = — n, n = 4^-^-3, 

I designe le nombre des termes de la suite i, a» 3,..., ^-^> qui v6ri- 
fient la condition ( — j = i , ety le nombre de ceux qui v^rifient la con- 
dition (— j = — I. 



*=*S(«)='(«-^^' °<'*<? 



a6. 
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a designe le nombre des termes de la suite i, a, 3,..., — j-> qui ve- 
rifient la condition (^\ =i, et j3 le nombre de ceux qui v6rifient la 

relation (^j = — i. 

Quand le nombre n est premier, a est le nombre des residus, et |3 
celui des non-r6sidus compris entre o et |/i. 

III. (B=:— an, n=^x -i-i'^i, 

Si Ton designe par A et A' les nombres des valeurs /et /« qui satisfont 
a la relation [-] = i, par B et B' les nombres de celles qui verifient 

la relation oppos^e f-j = ~ i, la formule pr^c^dente peutsemettre 
sous la forme suivante : 

Ar=2(A-B — A'-i-B'), 

IV. (i^ = — 2/1, n^^x-hS, 

Lorsqu'on designe par A le nombre des valeurs de /' qui verifient la 
condition f ~ j = i , et par B le nombre de celles qui satisfont a la rela- 
tion oppos^e, la formule obtenue prend la forme suivante : 

A = 2(A-B). 

31. Cauchy, dans la note XII du Memoire cit^, donne diverses trans- 
formations de la fonction num^rique i — y, qui fournissent autant 
d'expressions diverses du nombre h. On a (p. 696) 

->=ha)^]=["-(-:)]^ 
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A,, A,,... designant respectivement les sommes V {")''/!("")''*••• 

etendues a toutes les valeurs de /premieres avee n et inferieures a n. En 
d^sigaant ces valeurs par a ou par b, suivant qu'elles v^rifientla rela- 
tion f- j =1, ou la relation opposee (- j = — i, on aura 

*=-->=[-(:-)]^^=['-a)]'-^^"=- 

La premiere de ces transformations se trouve aussi parmi les formules 
de Dirichlet, qui donnent en outre une transformation analogue pour 
chacun des trois autres cas. 
Quand n d^signe un nombre premier 4^ + 3^ la formule 

26 — 2a 



<'-m-. 



est ^quivalente a celle que Jacobi a publiee dans le Journal de CreUe^ 
(i833) et qu'il avait trouvee par induction. 

Dans le mSme cas, ou n ^i un nombre premier 4^+ 3, Caucby 
donne une regie fort curieuse pour determiner la difference i — y't et 
par suite le nombre des classes h : « Soit B/ le nombre de Bernoulli 
qui correspond k I'indice U ct n un nombre premier 4^ + 3; la diff(6- 
rence i—jt definie plus haut(I), est d^termin^e par la congruence 

<— 7=^Bn-n> sln=:8/-f-7, 

4 

et par la congruence 

I — 7 =:s— -6B„ + t, si n = 8/-h 3. » 

Enfin, dans le memo cas, on pent determiner le nombre h au moyen 
d'un nombre limite d'op^rations effectu^es sur le determinant, en in- 
troduisant la seule fonction nlim^rique E (a?), que nous d^signerons, 
pour abreger, par [x) = le plus grand entier contenu dans a?. On a 



'=[»-a-)][^^^^^4^^-'s;'(^)} '=- 



-3 
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VII. 

32. Quand le determinant CD est positif, la transformation de la serie 
\ (— J i pent s'effectuer au moyen de la formule 

/ X I f .9 . cos3© cosSo . ^ ^ 

(lo) i/coi-^ = cos9H 5--^H 5 "*"•••» o<9<;r, 

que nous avons dimontr^e au n^ 26. Nous nous bornerons a un seul 
casy celui oil 

La formule (5) devient alors 
d'ailleurs 

(?)=(-")= a) ^ 

done 

^^ • ^^ cos ( I — — — I 

2(f)7=;sBS(=)-(»^)=j^S(=)S-V^- 

Or, d'aprbs la formule (lo], on a 



V^ /.am7r\ , , ^mt 
^cos(,-jj-j=i/col- 



> 



si m est compris entre o et - • En y posant y = 27r — 9', on trouve 

Vcos(i9') I, ./ 9'\ ^ ,^ 

2^ Y-^ = T'coi(7r-^j-, 7r<(p'<27r. 

On a done 

(. 2m7r\ 
; ^==7/col| 7r)» - 






2 f =i/colf-jp-7rl, -<m<n, 
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et par consequent 

2(?)7=r^[E(")'-v-I(?)'-(^")} 

2 

D'ailleurs 

la seconde somme pent done s'ecrire 

car chacune des valeurs de /i — m' est egale a Tune des valeurs de m. 
En substituant dans la formule 

on obtient Tequation 

Hcol — 

(ii) A—- 7=77/ j^» 

MT + UVn) n^^,^*^ 

n 

dans laquelle nous designons les nombres entiers premiers ,k n et com- 
pris entre o et\n par a ou par b, suivant qu'ils verifient la relation 

{^\ =1 ou la relation opposee (-) = — i. 

Dirichlet, effectuant sa transformation par une autre m^thode, 
trouve, dans le mSme cas» 

2— ( - I nsin6 - 
f^ _. \n/ J n 

l{T^\Js/n) nsina?' 

n 

m 

Dans cette formule a et 6 ont la signification que nous venons d*indi- 
quer; seulement les produits indiques par n s'etendent k toutes les va- 
leurs de a et de 6 comprises entre o et /i. 
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33. Pour obteoir les formules analogues k la formule (ii) dans les 
autrescas, il faut transformer la formule (lo) en y rempla^antf par 

It IT 

- + 9', ou par 7 ± y', comme nous avons fait aux n~ 26 et 27 pour 

las^rie(i).Gesformules9 combin^es avec Tequation (5)9Conduiront aux 
formules cberch^es par une m^lbode toute semblable k celle que nous 
venons de suivre dans le cas oil /i== 4^ +i- Nous n'insisterons pas 
davantage sur ces transformations, qui ofTrent moinsd'int^ret quecelles 
qui concernent les determinants n6gatifs. 
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PHOSPHORESCENCE DU PHOSPHORE, 

Par M. J. JOUBERT, 

PROPBSSEUR AU LTC^E DB MONTPBLLIER. 



I. — Historique. 

• 

Le phosphore luit dans Fair a la temperature ordinaire et, s*il est 
dans une cloche placee sur Teau ou le mercure, la phosphorescence est 
accompagn^e d*une diminution de volume Ires-sensiblc. Le premier 
fait est celui par lequel s'esttout d'abord revele le phosphore; quant 
au second, je le trouve signale pour la premiere fois par Fontana (*); 
Schefele (') en fait mention dans son Traite de Vair et du feu. Je n*en 
trouve pas trace dans les ecrits de Lavoisier. On ne pent douter cepen- 
dant que ce fait ne fut connu des chimistes de TEcole fran^aise et 
attribue par eux a sa veritable cause, Toxydation du phosphore; t^moin 
la remarque suivante de Fourcroy (') : t II faut avouer qu'il doit 
paraitre ^tonnant que Tair vital, ce corps si eminemment propre h la 
combustion, qui brule avec tant de rapidite tons les corps combus- 
tibles ^chauffes chacun a un degre d^termin^, n'ait aucune action, a la 
temperature ordinaire, surle phosphore et que cette substance perde, 
meme au milieu de cet air, une grande partie de la proprietc lumineuse 
si bien entretenue par Tair atmospherique. > 

La remarque, eneffetsi curieuse, de Fourcroy, devait, quelquesan- 
nees plus tard, servir de base a une vive attaque contre la theorie dite 



(*) Fontana cit6parKiirwan, Supplement au Traite de rair et dufeu, de Sche^Ie; 1787. 

(') ScHB^LE, Traits de I' air et dufeuy p. 63; 1777, 

(•) Fourcroy, Memoires de VAcademie des Sciences pour 1788. 

4nnalet de t'£coie Normale, a* S^rie. Tome UI. 2^ 
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alors des chimistes frauQais, et qui n'6tait que celle de Lavoisier. Au 
moment oil cette theorie arrivait a son Iriomphe d6finitif et comptait 
parmi ses plus zeles defenseurs ses plus illustres adversaires de la veille 
(Cavendish, Kirwan, Klaproth, etc.), un chimiste de Jena, Gotlling (* ), 
partant du fait remarque par Fourcroy et de cet autre, que le phos- 
phore luitdans Tazote repute pur, venait affirmer que I'azote est plus 
propre k la combustion qjue Toxygene; et deux autres chimistes alle- 
mands, Lempe et Lampadius (^), encherissant encore, demontraient 
que le phosphore brulant dans Tair atmospherique laisse pour residu 
Tair vital, et absorbe par consequent le gaz azote. 

II en fut de cette attaque comme de toutes celles qui avaient ete Ian- 
cees centre la theorie de Lavoisier : elle ne servit qu'a provoquer des 
etudes nouvelles et, par les resultats auxquels elle conduisit avec tant 
de surete, qu'a lui donner plus de soli<lile et d'eclat. Deux Memoires 
refut^rent les assertions des chimistes allemands, TundeBerthoUet ('), 
Tautre de Fourcroy et de Vauquelin (*). 

Berthollet montre que c*est bien Toxygene que le phosphore enleve 
a Tair atmospherique et qu*il ne laisse comme residu que Tazote; que 
les phenom^nes de Toxydalion et de la phosphorescence sent correla* 
tifs; que la phosphorescence cessesitotqueToxygene est completement 
absorbe, qu*elle reparait sitdt qu'on ajoute de Toxyg^ne; et il signale 
Temploi du phosphore a froid comme un precede eudiometrique sup^ 
rieur a tous ceux qu'on avait employes jusque-la, et ay antsurtout Tavan- 
tage de presenter, c par la cessation des lueurs, un indice certain de la 
fin de Tabsorption >. La remarque de Fourcroy, dont il verifie Texac- 
tilude, lui suggere Thypoth^se suivante : Le phosphore se dissout dans 
Tazote, non dans Toxygene, et n'est enflamme par le second qu*apr^ 
avoir ete dissous par le premier. II voit la une nouvelle propriete de 
Tazote; mais Fourcroy et Vauquelin trouvaient la meme propriete 



(') GbTTLiNG, Observations tendant a rectifier le nouveau systeme ; Weimar, 1794. 

(^) Lempe et Lampadius, cit4s par Berlhollet, et par Fourcroy et Vauquelin, loc, cit, 

(') Berthollet, Observations sur les proprietes eudiometriques du phosphore (Journal de 
r£cole Pol/technique, 3' cahier, p. 274; 1797). 

( * ) Fourcroy et Vauquelin, Examen des experiences faites en JUemagne sur la pr^^ 
tendtie combustion dans le gaz azote, etc, et des resultats qu^on en a tir^s, (Lu It la 
i^ classe de I'lnstitut, 11 pluvidse an IV). — Annales de Chimie, t. XXI, p. 189; 1797. 
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k I'bydrog^Det et Brugnatelli {*) montrait que Toxygene dans lequel on 
avait laisse sejourner du phosphore donnait des lueurs quand on le fai- 
sait passer bulle a bulle dans de I'azote et, par consequent/ qu'il dis- 
solvait aussi le phosphore. 

Le M^moire de Fourcroy et Yauquelin est encore plus explicite et 
plus complet. A quelques details pres, les conditions exactes du phe- 
nomine de la phosphorescence s'y trouvent determinees. Je cite 
presque textuellement les conclusions. 

Le phosphore luit et s'oxyde dans Toxyg^ne pur au-dessus de 
J27S5C. ; au-dessous il se vaporise, mais sans luire et sans donner de 
produits acides. La phosphorescence n'est point due k la vaporisation 
du phosphore, elle est la consequence de sa combustion et en est inse- 
parable; dans I'azote, dans I'hydrogene purs, il n'y a pas de phospho- 
rescence, bien qu'il y ait vaporisation, c Lorsque le phosphore luit dans 
le gaz azote ou on le plonge, c'est qu'alors cegaz est mele d'une petite 
portion de gaz oxygene, comme on le prouve sans replique, en ajou- 
tant seulement au gaz azote, qui bien pur dissout le phosphore sans 
lumifere, une petite quantile d'air vital qui le rend susceptible de faire 
luire le phosphore qu'on y introduit (^) >. 

Ces deux Memoires fixerent Topinion, et tons ceux qui paraissent k 
la suite viennent seulement faire connaitre quelques particularit^snou- 
velles de ce singulier phenomene de la phosphorescence : Bellani (') 
montre que le phosphore luit et s'oxyde k la temperature ordinaire 
dans Toxygene pur rarefie; on fait connaitre des substances qui met- 
tent plus ou moins obstacle au phenomene; Berthollet {*) avait dejk 
remarque Thydrogene sulfure, Gottling (^) Thydrogene phosphore et 
Tammoniaque; Thenard (*) montre la meme propriete dans le gaz ole- 



(') Brugnatelli, Annali di C him tea e Historic naturalcy t. XHI, p. 296; 1797. — 
Annates de Chimie^ t. XXIV, p. 37. 

(') FouRCROY et Vauquelin, loc, cit.y p. 209. 

(^) Bellani, Bulletin de Pharmacie, p. 489? 5* ann6e, 181 3. 

(*) Berthollet, Observations sur les propriites eudiometriques du phosphore [Journal 
deV£cole Poly technique, 3' cahier). 

(*) Gottling, cite par Van Mons, Lettre a Brugnatelli [Jnnales de Chimie, t. XXH, 
p. 219). 

(*) Thenard, Traits de Chimie, article phosphore. 

^7- 
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fiant; Davy (*)et Graham (^) donDentunelonguelistede corps simples 
etcomposeSt organiques et iDorganiques, qui empechent plus ou moins 
la pbosphoresceDce; mais dans tous ces Memoires aucun doute n'appa- 
rait sur le caractere essentiel du phenomeDe, et il en est ainsi jusqu*au 
moment oil Berzelius fait paraitre la 5® edition de sa Chimie{iS^^) ('). 

Berzelius y attribue la phosphorescence non a roxydation» mais a la 
vaporisation du phosphore. Ses raisons, c'est que le phosphore luit 
dans le vide barometrique, qu'il luit dans Tazote et Thydrogene 
exempts d'oxygene, et enfin que Toxydation du phosphore est accom- 
pagnee d'un degagement de chaleur qui ne se manifeste pas dans les 
conditions ordinaires de la phosphorescence. Ainsi, pour lui, la cause 
unique de la phosphorescence est la vaporisation du phosphore: Toxy- 
dation n'est qu'un phenomene secondaire; le phosphore luit tant qu'il 
se vaporise, c'est-a-dire tant que Tespace qui le renferme n'est pas sa- 
ture; s'il y a de I'oxygene, cette saturation n'est atteinte que lorsque 
Toxygene a disparu, la vapeur de phosphore etant absorbee au fur et k 
mesure de sa production. Quand dans un espace le phosphore a cess^ 
de luire, on pent de nouveau le rendre lumineux, soit en ^chauffant, 
soit en augmentant Tespace occupe par la vapeur, soit en provoquant 
de toute autre maniere une vaporisation nouvelle. Cette theorie permet 
d'expliquer tous les phenomenes qu'on observe ordinairement dans un 
espace contenantun baton de phosphore; maisje ne vois pas comment 
elle pourrait expliquer lesnuages lumineuxque produit I'introduction 
de quelques bulles d*oxygene dans un gaz qui asejourne au contact du 
phosphore et qui se trouvesimplement sature de sa vapeur. 

Quoi qu'il en soit, I'assertion de Berzelius fut le sujet d'un debat 
contradictoire en Allemagne, auquel prirent part Marchand {*) d'un 
cote, Fischer (') et Schrotter ( *) de I'autre. 



(' ) Davy, Philosophical Transactions, p. 1812 et 1818. 

(*) Graham, Observations sur I'oxjrdation du phosphore (Quart, Journal, n" 1 1 ; 1829. — 
j^nn. Pogg,, t. XVIU,p. 375). 

(•) Berzelius, Lchrbuch der Chcmie, Bd. I, p. igS; i843. 

(*) MxKCBA.7iDj£rdniann's Journal fiir praktische Chemie, Bd. L, s. i , i85o. 

(*) Fischer, Erdmann's Journal fiir praktisclie Chemie, Bd. XXXV, 8. 343; i845. — 
Bd. XXXIX, s. 48. 

(•) Schrotter, Ueber das Leuchten des Pliosphor (Sitzungsberichte der Kais. Akiuiemie 
der IVissenschaften, Bd. IX, s. 4i4-4<9) Jahrgang i852). 
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Je n'ai pas lu les Memoires originaux de Fischer et de Marchand ; je 
ne les connais que par la courte analyse qu'en doone M. Schrotter. 
Fischer cherche a demontrer que les faits sur lesquels s'appuie Berze- 
lius sonl faux et que le phosphore ne luil ni dans le vide barom^trique 
ni dans les gaz parfaitement purs. 

Mais, dans toules les questions relatives. k la phosphorescence, ce 
n'est pas tout de montrer que le phosphore ne luit pas dans telle ou 
telle circonstance; comme un grand nombre de corps mettent obstacle 
k la phosphorescence, il faut demontrer qu'aucun de ces corps n'est in- 
tervenu, ou tout au moins que sa presence n'empSche pas la phospho* 
rescence du moment oil Ton introduit des traces d'oxyg^ne. C*est pre- 
cisement cette circonstance qui jette du doute sur quelques-unes des 
experiences de Fourcroy et de Yauquelin. A cette epoque, on preparait 
Tazote par Taction de I'acide nitrique sur la chair musculaire; or les 
vnpeurs nitreuses empechent radicalement la phosphorescence. Le gaz 
employe en etait-il bien exempt? Cest, autant que j'ai pu com- 
prendre (*), par ce genre de raisons que Marchand refute les expe- 
riences de Fischer. II affirme, en outre, que dans un courant de gaz 
parfaitement pur le phosphore luit d*une maniere continue. 

En presence de ces resultats contradictoires,M. Schr6tter(*) cherche 
a vider la question par des experiences precises. 

Du phosphore place sous la cloche de Ift machine pneumatique cesse 
deluire quelque temps apres qu'on a fait le vide; si Ton faitalorsjouer 
les pistons, la cloche reste obscure, mais les deux cylindres de la 
pompe deviennent lumineux; il y a done vaporisation tres-active du 
phosphore, mais il n'y a de phosphorescence que la ou il y a de Toxy- 
gene. 

II montre que le phosphore ne luit ni dans le vide barometrique ni 
dans rhydrogene pur, meme quand on echauffe a loo degres Tespace 
qui le contient. 

Entin il place du phosphore dans un courant d'hydrogene purifie 
avec soin par les procedes ordinaires et passant finalement sur une 



( ' ) ... Dass bei den Versuchen Fischer's fremdartige Eimfllisse die Ursache des Nicht- 
leuchtens des Phosphors in sauerstoffreien Gasen waren. 
(') ScHROTTBR, Comptes rendus de V Academic des Sciences de Vienne^ t. IX; iSSai. 
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colonne de cuivre m^tallique. Le cuivre ne fut pas chauff^ toutd'abord, 
et apr^s six heures de d^gagemeot le phosphore cootiniiait k luire. 
Sitot que le cuivre fut chauffe, ia phosphorescence disparut; elle repa- 
raissait quand on laissait refroidir le cuivre, et les roemes alternatives 
furent repelees un grand nombre de fois. 

Comnient se fait-il qu'en presence d'exp^riences si nettes et si con- 
ciuantes I'opinion de Berzelius se soit si fortement accreditee en 
France, que jusqu'k ces derniferes ann^es elle soitrestee I'opinion r^ 
gnante et la seule adniise dans Tenseignement? De tous les livres de 
Chimie, ^l^mentaires ou non, publics en France depuis i843, etque j'ai 
eus sous la main, il n'en est pas un seul qui n'adopte pleinement Topi- 
nion de Berzelius et ne refute avec lui la theorie de I'oxydation. Je ne 
connais que deux exceptions et toutes r^centes : la 3® edition de la 
Chimie de M. Debray, publiee en 1870, et le Dictionnaire de Chimie de 
M. Wurtz, qui vient de paraitre. 

Mes experiences sur ce point etaient terminees en 1870. Depuis il a 
paru, en Allemagne> un Memoire .de M. Miiiler qui arrive aux memes 
conclusions (^ ). Je citerai, au fur et k mesure que I'occasion s'en pre- 
sentera, les experiences et les resultats consign^s dans ce Memoire. 

II, — La phosphorescence est due uniquement a Voxydation 

du phosphore, 

Mes experiences, comme celles de M. Schrotter, ont porte sur les 
trois points suivants : 

]^ Le phosphore ne luit point dans le vide barometrique; il peut y 
etre fondu et volatilise sans que la phosphorescence apparaisse. 

.2^ Le phosphore ne luit pas dans une atmosphere gazeuse complele- 
ment d^pouillee d'oxygene, a quelque pression que ce soit. II peut y 
etre fondu et volatilise, sans qu'ily ait trace de phosphorescence. 

3^ Le phosphore ne luit pas dans un courant contiuu d'azote, d'hy- 
drogene, d'acide carbonique, quand toutes les precautions sont prises 



( ' ) W. MiJLLER, Sur la phosphorescence du phosphore ( Comptes rendus de VAcadimie 
de Berlin y 1870; Ann, Pogg,, t. GXU, p. gS). 
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pour elimber Toxygiiine. II peutStre fondu et volatilise dans lecourant 
gazeux sans qu*il y ait trace de phosphorescence. 

1. On ne reussit pas toujours a faire passer un baton de phosphore 
dansle vide barometrique sansqu*il y ait phosphorescence; cependant, 
en prenant d'une part un tube barometrique bien bouilli et d'autre 
part un baton de phosphore prepare k Tinstant et demoule dans le mer- 
cure meme de la cuvette et sans qu'il ait eu un seul instant le contact 
de Tair, on reussit a ne pas avoir la moindre lueur. Dans le cas con- 
traire, la phosphorescence cesse rapidement et avec un tube bien 
bouilli, place sur une cuve profonde, on pent augmenter ou diroinuer la 
chambre barometrique sans la faire reparaitre. II n*en est pas de meme 
avec un tube soigneusement rempli de mercure, mais non bouilli : la 
phosphorescence se produit quand on souleve letube. J'ai detachek la 
lampe la chambre soufflee en boule d*un barometre, dans laquelle j'avais 
fait passer un morceau de phosphore. Le phosphore a ^t^ chauffe dans 
cetteesp^ce d'ampoule au contact de Teau ou du sable chauds : ils*est 
fondu, volatilise et condense sur le^ parties froides en beaux cristaux 
transparents, le tout sans la moindre trace de phosphorescence. 

2. J'ai renferme des batons de phosphore dans des tubes scell^s k 
la lampe et contenant de Tazote, de Thydrogene et de Tacide carbo- 
nique purs. Le gaz, parfaitemcnt pur et prepare comme je le dirai plus 
loin, traversait le tube effile a ses deux extremites et, apres s'etre assur^ 
qu'il n'y avait pas de phosphorescence, on reussissait a le fermer mal- 
gre le leger exces de pression interieure. II etait ensuite impossible, 
quoi qu'on fit, de faire apparaitre la phosphorescence. Le phosphore 
etait fondu et deplaee par volatilisation d*un point k un autre, chauffe 
fortement de maniere a etre transforme partiellement en phosphore 
rouge, sans qu'on vit apparaitre la moindre lueur. Dans d*autres expe- 
riences, le tube etant ferme k un bout, on y faisait passer le gaz con- 
tenu dans un gazometre Bunsen par Tintermediaire d'une pompe 
d'Alvergniat ; dans ce cas on a toujours, en commen^ant, de la phos- 
phorescence; mais elle disparait bientot. On etirait alors le tube, la 
pression ayant ete amenee k un point quelconque, et Ton soumettait le 
tube aux memes epreuves, suivies des memos resultats. 

Enfin on laissait quelquefois le tube en communication avec la ma- 
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chine, et il £tait facile, par un jeu conveDable des robinets, de faire 
rentrer une trb-petite quantite d'air. A chaque rentree on excitait la 
phosphorescence. 

Pour demontrer que le phosphore ne luit pas dans une atmosphere 
gazeuse complete men t privee d'oxyg^ne, M. Muller (*) procede de la 
mani^re suivante : unecornue ou une cloche courbe est remplie par un 
m^lauge de suirate de protoxyde de fer et de potasse; il ge forme un 
precipile d'hydrate de protoxyde de fer qu'ou reunit dans la pause; 
i'ouverture de la cloche etant placee sur la cuve k eau, on y fait p^- 
n^trer le gaz sur lequel on veut experimenter. Au contact de I'oxyde il 
se depouille des traces d'oxygene qu'il peut conleniret un baton de 
phospbore mis dans co gaz ne donne pasde phosphorescence; on la 
provoque, au contraire, en faisant rentrer la moindre bulle d'air ou 
d'oxygene. 

3. Les experiences de la troisieme serie sont beaucoup plus difli- 
ciles. On ne saurait imaginer a priori combien il faut de precautions 
pour eviter compl^tement I'acr&s de I'air dans un appareil. Avec un 
appareil un peu complique et dans lequel on ne peut se passer de bou- 
chons. cela me parait presque impossible. Je n'ai pu reussir, dans 
ce cas, qu'en noyant dans I'eau tous les bouchons et tons les raccords 
de I'appareil. 

Fig. t. 



La chose peut, du reste, se faire d'une manibre assez simple. 
Chaque tubulure {^g. i] fermee par un bouchon est entour6e d'un col 

(') HiJLLBR, Siir In plmspkorescencr fill phosphnre {Complcs reiuliu de I'AcaiUmU de 
Berlin, 187a ; Ann. de Pogg., t. CXU, p. gS). 
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en verre rempli d'eau ; cette eau etait bouillie pour plus de surete et 
recouverte d'une couche d*huile» autant pour empecher Tevaporation 
que la dissolution d'une nouvelle quantite d*oxygene. Chaque rac- 
cord {fig* a) est entoure d*un tube plus large ferme par des bouchons 
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a scs deux extremites et perce en haut de deux petits trous pour le 
remplir. De cette maniere la fermeture est parfaite; les masticages ne 
presentent pas la meme certitude. 

Mais on pent reussir avec des appareils beaucoup plus simples. 

Poirr Tazote, j'emploie deux flacons a tubulure inferieure relies 
entre ;eux comme dans les appareils contiuus de M. Deville. Celui 
qui porte le tube abducteur est rempli d'azote impur obtenu par la 
combustion du phosphore dans I'air atmospherique, I'autre d'une 
dissolution de pyrogallate de potasse. Le second flacon etant place sur 
un support a cremaillere, on pent regler avec la plus grande facilite 
Tecoulement du'gaz, qui est d'une purete absolue et ne donne pas lieu a 
la moindre trace de pbosphorescence. 

Pour Tacide carbonique, j'emploie le precede de M. Bunsen (*)» la 
craie et Tacide sulfurique concentre dans un petit ballon. Le de- 
gagement est tres-regulier, et en chauffant plus ou moins, mais tou- 
jours tres-doucementy on pent le regler a volonte. Le phosphore etait 
place dans un renflement souffle dans la partie horizontale du tube ab- 
ducteur; une fois Tair chasse, la phosphorescence disparait d'une ma- 
niere absolue. 

Pour rhydrogene, Tappareil ne peutetre aussi simple; car^ m^meen 
employant le zinc et I'acide sulfurique purs du commerce, je n*ai pu 
obtenir degaz sans odeur. Or Thydrogene sulfure et les carbures d'hy- 
drogene mettent obstacle a la phosphorescence : il faut done les elimi- 
ner. J'y ai reussi en faisant traverser au gaz une colonne de potasse 
caustique et le faisant passer sur du cuivre reduit par I'hydrogene 

{ ' ) Bunsen, Methodes gazometriques, 

Annales de I'icole Normale i* Serie. Tome HI. ^o 
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chaufTe au rouge et enfin sur de la mousse de platine egalement chauffde 
{fig. 3). Tout Pappareil est forme d'unseul tubeconvenablementetire. 
Le phosphore reste parfaitement obscur. Le gaz qui se degage n*a 
d'autre odeur que celle du phosphore. II est tres-facile de se convaiDcre 



Fig. 3. 




que la phosphorescence n'est point empechee par des gaz Strangers. II 
suffit en versant du liquide par le tube a entonnoir d'entrainer dans 
Tappareil une bulle d'air; quelques instants apres, la phosphorescence 
se declare et persiste pendant quelque temps, k condition, bien en- 
tendu, qu'on ne chaufTe pas la mousse de platine; si celle-ci est chauf- 
fee, la phosphorescence ne reparait pas. 

La difficulte de preparer des gaz non souilles d'oxygbne explique 
facilement les meprises des observateurs qui ne s'etaient pas mis suffi- 
samment en garde centre cette cause d'erreur. Sou vent c'est par le 
lube abducteur plonge dans le mercure que se fait la rentree de Toxy- 
gfene; on voit des colonnes lumineuses monler dans ce tube et mar- 
cher vers le phosphore. II m'est arrive a plusieurs reprises d*avoir 
une phosphorescence constante dans une petite cloche plac^e sur le 
mercure et qui contenait un baton de phosphore, alors que Toxy- 
gene devait etre depuis longtemps epuise. II suffisait de verser une 
couche d'eau ou d'huile k la surface du mercure pour que toute trace 
de phosphorescence disparut imm^diatement et pour toujours. L'air 
se glissait done entre le verre et le mercure. II n'en est pas tou- 
jours ainsi ; mais il suffit quele fait se presente quelquefois, sans cause 
apparente, pour qu'il y ait lieu de s'en mefier toujours. On verra plus 
loin ce qui se passe quand le gaz est place sur I'eau. 

II resulte de tout ceci que le phosphore se montre comme un r^actif 
d'une sensibilite extreme pour Toxygene. J'avais commence, il y a d^jk 
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quelques ann^es, k Temployer pour ^tudier quelques questions de dis- 
sociation. Dans un courant d*acide carbonique parfaitement pur et ne 
donnantpas trace de phosphorescence, je plaQais la substance k etudier, 
oxyde d'argenU oxyde de mercure, melange de chlorate de potasse et 
d'oxyde de manganese, etc., et j'elevais la temperature jusqu'a ce que 
la phosphorescence se produisit; elFe avait lieu a des temperatures re- 
lativement trfes-basses, m6me a la temperature ordinaire pour le der- 
nier melange. J*avais surtout en vue d'^tudier les oxydes qui, comme 
Toxyde de zinc, peuvent, bien que fixes, etre volatilises et cristalliser 
dans un courant gazeux ; mais ces experiences n'ont pas et^ poussees 
assez loin ni suflisamment repetees pour que je puisse considerer leur 
resultat comme certain. Je me propose de les reprendre aussitot que le 
temps me le permettra. 

ni. — Conditions physiques de la phosphorescence. 

La phosphorescence est un phenomfene de combustion : j'ajoute que 
Toxydation porte exclusivement sur la vapeur de phosphore. G'est une 
consequence k laquelle conduit nccessairement Tobservation pure et 
simple du phenomene ; du reste, tons les observateurs sont unanimes 
sur ce point. 

Cette combustion de la vapeur de phosphore est une combustion or- 
dinaire se produisant avec d^gagement de chaleur et de lumiere, cette 
lumiere etant celle de la phosphorescence. Si la chaleur ne se mani- 
feste pas davantage a Texterieur, cela est du, comme dans Texpe- 
rience des papillons de M. Schloesing ou dans les tubes de Geissler, k la 
petitesse de la masse incandescente. Tout le monde sait d'ailleurs que 
la chaleur developpee pent devenir assez grande pour determiner Tin- 
fiammation de la masse totale du phosphore, et qu'on arrive d'une 
faQon certaine a ce resultat en soumettant du phosphore entoure de 
coton au vide de la machine pneumatique. Dans cette experience de 
Van Marum (* ) on favorise la combustion, comme nous le verronsplus 

(') Van Marum, P'er/uindelingen van Tejrlers twcdde genotscJiap, Leyde. — Annates de 
Chimie, t. XXI, p. i58 ; 1797. — Bache [Ann, Pogg.^ t. XXIII, p. i5i) roontre qu*un grand 
nombre de subslances pulv^rulentes peuvent remplacer le coton. 

28. 
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loin, par suite on augmeote la quantite de chaleurd^veloppee, etl'on 
empeche sa deperdition. Du reste, je me suis assure, sans savoir que 
I'experience avail deja 6te faite par Melloni etNobiU('), que cet 
echaufTement, difTicile a coDStater avec les thermometres ordiaaires, 
peul £trc mis en Evidence par ta pile thermo-electrique. Deux petits 



^l^mcDts, argentan et iev{Jig.^), accouples en sens contraires, ^taieot 
en relation avec un galvanometre a miroir. Chacun elait renferm^ dans 
un petit tube en verre mince et les deux tubes plonges dait^ ua bain 
d'eau agiteconstamment. Ces deux tubes commuuiquent eutre eux et, 
avec une pompe ^ mercure, on pouvail y amener simultan^meot la 
pression k un degrc quelconque. L'un de ces tubes coDtenait un bMon 
de phosphore; les tubes etant pleins d'oxygfene a la pression ordinaire 
et la phosphorescence etant nulle, on determinait la position du bar- 
reau; puis on rar^fiait le gaz de maniere k determiner la phosphores- 
cence; le galvanometre accusait immediatemont du cot6 du phospbore 
une elevation de temperature qui allait en croissant au fur et k mesure 
qu'on rarefiait I'oxygene. 

Cette combustion de la vapeur de phosphore par Toxygene pr^eDte 
une parlicularilc remarquable, c'est qu'elie n'est possible qu'entrecer- 
taines limites de composition du melange. A une temperature donn^e 



('} Mellom et NoBiLi, Recheirhes siir pliuieitrs phenomencs catorifiqiies au tnirjren dm 
tfiermomultipticateur (jinnales de Chimie et de Phjrsii^ue, i* g^rie, t. XLVIll, p. 198). 
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et, par suite, pour uoe tension donnee de la vapeur de phosphoret la 
combinaison n'a plus lieu, si la quantite d'oxyg^ne ou* ce qui revient 
au meme, si la pression de Toxygene est trop grande ; elle n'a plus lieu 
noQ plus si cette pression devient trop petite. 

La premiere partie de cette proposition trouve sa demonstration 
dans le fait si connu, et signale pour la premiere fois par Fourcroy (*), 
de la non-phosphorescence du phosphore dans Toxygene pur a la tem- 
perature et a la pression ordinaires et de son apparition quand on vient 
k diminuer la pression de cet oxygene, celle de la vapeur de phos- 
phore restant constante. Quant a la seconde partie, je vais citer en de- 
tail, entre beaucoup d'autres, quelques observations qui mettent hors 
de doute, il me semble, son exactitude. 

* 1. Un tubede 20 millimetres de diametre, ferme par unbout et conti- 
nue k Tautre par un tube de 5 millimetres de diametre environ, renfer- 
mantun mince baton de phosphore (^), est mis en communication avec 
la pompekmercureetrempli d'oxygene. L'oxygfene etant k la pression 
ordinaire, la phosphorescence est nulle; au premier coup de pompe 
elle apparait sur toute la surface du baton et s'^tend a mesure que le 
vide s*opere. A un moment, le tube tout entier est plein d'une vapeur 
brillante, de couleur laiteuse; mais la surface du baton n*estplus aussi 
brillante, elle cesse meme d'etre lumineuse, et lenuage phosphorescent 
s'en ^carte de plus en plus; enfin le nuage lumineux abandonne les 
parties inf^rieures du tube et, s'elevant pen a peu, va se perdre dans le 
tube de caoutchouc qui le reliea la machine. Le tube ^tait alors com- 
pletement obscur, mais Tappareil ne tenait pas parfaitement; deux 
minutes apr^s le tube s'illumine tout d'un coup pendant quelques 
secondes, puis toutrentre dans Tobscurite; deux minutes apres, nou- 
velle apparition de lueurs, et toutes les deux minutes, avec une regu- 
larity admirable, la meme succession de phenomenes se reproduisait. 



(') FouRCROT, M^moires de V Academic des Sciences pour 1788. 

(') Dans toutes mes experiences je me suis servi ^e pelits batons de phosphore ayant en- 
viron 4^6 millimetres de diametre. lis ^taient prepares au moment m^me oil Ton devait 
s'en servir. Le phosphore employ^ ^tait du phosphore purifi^ du commerce. On le faisait 
chauffer pendant quelque temps dans de Teau ammoniacale, puis on le lavait avec soin. IJ 
^tait alors presque blanc, tr^s-transparent et tr^s-flexible. 
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L'experience a dur6 plus de trente-six heures; le manomfetre montait 
de I de millimetre environ par heure. Or il est Evident que Fair ne 
renlrait pas tout d'un coup, mais d'une maniere continue; seulement 
il fallait deux minutes environ pour qu'il s'accumulat la quantity d'oxy- 
gene necessaire a Tinflammation. 

2. Une petite cloche de 20 millimetres de diamfetre et 260 milli- 
metres de hauteur, contenant un baton de phosphore, repose sur Teau 
et est a moitie remplie d'un gaz depouille de son oxygene. La phos- 
phorescence n*a plus lieu; mais si Ton regarde attentivement dans une 
obscurity profonde et avec des yeux rendus sensibles par un sejour un 
peu long dans Tobscurite, on voit, k des intervalles parfaitement rSgu- 
liers, un petit nuage lumineux se former au-dessus de Teau et grandir 
progressivement jusqu'au hautdu tube; puisTobscurit^se fait jusqu'4, 
ce qu'il se reforme un nouveau nuage, et ainsi de suite indefiniment. 
L'explication de ce fait est simple et me semble demonstrative. L'oxy- 
gfene dissous dans Teau se diffuse d'une maniere continue dans la partie 
sup^rieure de I'eprouvette et s'y accumule de plus en plus jusqu'a ce 
que sa quantite soit suffisante; alors Tinflammation se produit a la 
partie inferieure, oil la quantite d'oxygene est la plus grande et oil les 
conditions requises se trouvent tout d'abord remplies, et de la Tin- 
flammation se communique a tout le melange. 

3. Yoici encore une experience] tr^s-simple : Un baton de phos- 
phore est place horizontalement dans un ballon; un tube un peu etroit 
ouvert aux deux bouts traverse le bouchon et vient aboutir un peu au- 
dessus du milieu du baton. Quand I'oxygfene est epuise, la phospho- 
rescence cesse, mais pas d'une maniere absolue. De temps en temps 
une lueur apparait au milieu du baton de phosphore k Torifice du tube^ 
puis se propage horizontalement, couvre tout le baton et s'^teint au 
bout de quelques instants. Si Tair arrive en plus grande quantity, la 
phosphorescence est continue et le ballon presente Taspect d'une boule 
iaiteuse; si Tair a un acc^s trop facile, il n'y a de phosphorescence 
qu'k la surface du baton, la oil la vapeur de phosphore se trouve en 
quantite sutFisante. 

J'ajoute que ce fait d'une phosphorescence intermittente et r^gu- 
liere avait deja ete observe. J'ai trouve dans les Annates de Poggen- 
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dorff nne Note de Munck af Rosenchold (*) oil il est question d'un bri- 
quet phosphorique hors d'usage dans lequel I'apparition des lueurs se 
reproduisait avec une grande regularite toutes les sept secondes. 

Je ne crois pas que I'on puisse donner de ce phenomene une autre 
explication que celle qui precede. On ne saurait pretendre, par 
exemple» que la duree de I'intermittence est le temps employe par la 
vapeur de phosphore pour se reformer; car la vapeur de phosphore se 
produit tr^s-facilement, et la preuve, c*est que» toutes les conditions 
restant les memos, si Toxygfene affluait en plus grande quantite» on 
aurait une phosphorescence continue. 

Yoicii d'aprfes cela, comment j'envisagerais la marche du ph^no- 
mfene. 

Considerons un morceau de phosphore dans un espace ferme» de 
temperature conslante et tout d'abord absolument vide. Get espace se 
saturera de vapeur de phosphore, et la force elastique de ces vapeurs 
restera invariable pendant tout le cours de I'experience, quels que 
soient*les gaz introduits plus tard dans cet espace, a la condition 
qu*ils n'exercent aucune action chimique sur les vapeurs de phos- 
phore. 

Cela pose, faisons entrer dans Tespace en question de Toxyg^ne 
d'une mani^re lente et profs^ressive, et de telle sorte qu'a chaque in- 
stant le melange gazeux puisse etre considere comme homogene. Tout 
d'abord la quantite d'oxygene sera trop petite pour la quantite de phos- 
phore, et TinQammation n'aura pas lieu. La pression de I'oxygbne 
croissant progressivement, il arrivera un moment oil Tinflammation se 
produira dans toute la masse et, a partir de ce moment, le melange 
deviendra de plus en plus combustible et passera par un maxi- 
mum de combuslibilite quand la pression de Toxygene sera le triple 
de celle de la vapeur de phosphore; puis elle ira progressivement en 
decroissant jusqu'aii moment oil, la quantite d'oxygene devenant trop 
grande^ on aura depasse de Tautre cote les limitesde la combustibilite. 
II y aurait done pour chaque temperature deux limitesentre lesquelles 
la combustion du phosphore par Toxygene serait possible et en dehors 

desquelles elle ne pourrait avoir lieu. 

— — ~ 

(') MuTtCK AF Rosenchold, PoggendorJjTs Jn/mlen^Bd. XXXII; i834* 
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Enfin» en poursuivant cet ordre d'idees» ne serait-il pas permis de 
se demander si I'on ne se trouverait pas la en presence d'une loi gene- 
rale et si Ton n'aurait pas sous les yeux» k la temperature ordinaire, ce 
qui aurait lieu pour Thydrogene et I'oxygene, par exemple, k une 
temperature de 5oo degres? Ce sont la d'ailleurs des questions tr^ 
delicates, sur lesquelles il est difficile d^ se prononcer. 

Quoiqu'il en soit, lephenomene presente par le pbosphoren'estpas 
un phenomeneisole, etj'ai pu le constaterd'une manierecertainepour 
deux autres corps, le soufre et I'arsenic. 

On lit dans Berzelius (' ) que si Ton Irotte un morceau de soufre sur 
une brique chaude, mais non suffisamment pour TenQammer, les 
traces liquides laissees par le soufre sur la brique sont visibles dans 
Tobscurite et laissent ^chapper des nuages lumineux; que d'ailleurs 
ce phenom^ne n'esi pas du a une oxydation du soufre, mais k sa trans- 
formation en vapeur, etc. Je crois meme pouvoir affirmer que c'est 
cette experience qui a sugger6 k Berzelius sa theorie de la phospho- 
rescence du pbosphore. Les deux phenomenes sont en effet idenliques, 
et Tun comme Tautre doit etre attribue a Toxydation. 

Si Ton chavfTe vers 200 degres du soufre dans un tube a essai, le 
soufre reste obscur, mais au-dessus de lui s'elevent des nuages lumineux. 

Si Ton chauffe le soufre jusqu'a Tebullition, dans un courant d'acide 
carbonique pur, il n*y a pas trace de phenomene lumineux. II en est 
de meme si Ton chauffe le soufre dans le vide de la pompe a mercure. 

Enfin, dans Toxygene pur, memes resultats que pour le pbosphore. 

Un tube de verre de i5 millimetres de diamfetre, ferm^ k un bout et 
suivi a Tautre par un tube plus fin, contient quelques grammes de 
soufre et communique avec la pompe k mercure. On chauffe le soufre 
avec un becBunsen dont la flamme est convenablement masqu^e; la 
temperature est d'environ 200 degres. Des nuages phosphorescents 
s'elevent dans le tube; on fait le vide, ils disparais^ent. On fait roQtrer 
de roxygene pur a la pression ordinaire, la phosphorescence reparaitt 
maisfaible; on diminue la pression de I'oxygene, la phosphorescence 
devient plus vive; enfin elle disparait quand levide est a peu pres com- 



(') Berzelius, Uandbuch iter Cfiemic^ Bd. 1, s. i85, 1843, — £ditioo fran^se, 1. 1, 
p. 177; 1845. 
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plet. Oq r^pete plusieurs fois ccs alternatives; a plusieurs reprises on 
augmente la temperature, et chaque fois une explosion se produit dans 
le tube. 

JVi obtenu exactement les memes efTets avec I'arsenic, sauf I'explo- 
sion dont je viens de parler en dernier lieu; seulement il faut elever 
un peii plus la temperature. Les nuagespliosphoresc^ntsdans le tube 
a essai sont trfes-brillants; pas de trace de phosphorescence dans Tacide 
carbonique pur et dans le vide ; phosphorescence plus vive dans I'oxy- 
gene un peu rarefie que dans Toxygene pur. 

Ainsi voilk deux corps simples tout aussi phosphorescents que le 
phosphore, seulement k une temperature plus ^levee. Je pense quMl 
en est de mSme du zinc, de Tantimoine, du cuivre, et que c*est k cette 
cause qu'il faut attribuer les nuages lumineux qui s*elevent au-dessus 
des deux premiers metaux fondus, mais loin encore de leur tempera- 
ture d*inflammation, et que je crois me rappeler avoir vus aussi au- 
dessus du cuivre; mais» comme ici le phenomene n'a lieu qu'a une 
temperature superieure au rouge, il est bien plus difficile a constater, 
noye qu*il est dans la lumiere environnante. 

Je suis convaincu qu'on ramenerait k la meme cause les phenomenes 
lumineux presentes par un grand nombre de corps classes parmi les 
corps phosphorescents; mais pas tons ^videmment : par exemple, le 
fluorure de calcium, le seul corps sur lequel j'aie fait des experiences 
d^cisives. 

Du fluorure de calcium de la variete verdatre, chaufTe dans un cou- 
rant d'acide carbonique pur passant depuis pres de trente heures, et 
dans lequel un morceau de phosphore restait compl^tement obscur,. 
devenait aussi lumineux que dans Tair. II etait egalement lumineux 
dans le vide. D*ailleurs, Taspect du phenomene est tout autre qu'avec 
le phosphore et les corps dont je viens de parler : ce n*est plus une 
vapeur, c*est la masse totale du corps qui est lumineuse et qui pr^sente 
la semi-transparence des corps incandescents. 

IV. — BuUes phosphorescentes . 

G*est un fait bien connu que Teau dans laquelle a sejourne du phos- 
phore donne des lueurs dans I'obscurite quand on I'agite. La plupart 

Annates de 'tcole Normale. 3" S^rie. Tome HI. 29 
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des auteurs refusent» je ne sais pourquoi, au phosphoreun degr^quel- 
conque de solubilite dans I'eau et attribuent le phenomfene en ques- 
tion a des particuleSy des poussieres de phosphore qui se seraient 
detachees des batons. Quand dans certaines conditions des buUes 
gazeuses traversent cette eau» ces bulles deviennent lumineuses. 
M. Miiller (*) donne le fait comme nouveau, mais je le trouve signale 
d'une maniere tres-explicite dans un M^moire deVauquelin (^) etdans 
le Memoire de Berthollet ( ') dont il a deja ete question. Je vais decrire 
les experiences que j'aifaites sur ce sujet : elles continuerontk eclair- 
cir les faits qui precedent. 

II s'agissait d'abord de pouvoir produire a volonte des bulles de gaz 
tres-pur et absolument depouille d'oxygene. J'ai employe avec beau- 
coup d'avantage Tappareil a azote d^crit precedemment. 

D'un autre cote, j'ai dispose sur lemercure plusieurs series d'eprou- 
vettes, de 20 millimetres de diametre et 200 ^ 3oo millimetres de hau- 
teur, remplies a moitie de mercure, amoitied'eau, dansdiverses condi- 
tions. 

A, eau absolument privee d'air et un baton de phosphore; 

B, eau ordinaire aeree et un baton de phosphore; 

C, eau ayant sejourne au contact du phosphore. 

Pour obtenir les eprouvettes A, contenant de Teau absolument privee 
d^air, je m'y prends de la maniere suivante : de Teau est mise en ebul- 
lition dans un ballon muni d*un tube adducteur; apres que la vapeur 
est sortie en jet pendant une demi-heure environ, Textremit^ du tube 
est enfoncee dans le mercure; puis la cloche exactement remplie de 
mercure est amenee au-dessus du tube; la vapoury penetre en se con- 
densant et en donnant lieu a des soubresauts violents, mais sans danger 
pour la cloche si on la tient solidement. Quand celle-ci est pleined'eau, 
on la reverse sous le mercure et on la remplit de nouveau, mais seule- 
ment jusqu*a moitie. Quand Teau est refroidie on y introduit un baton 



(') MiJLLER^ Sur la luniiere du phosphore (Comptes rendus de V Academic de BcHin, 
1870; J/in. Pogg,, t. CXLI. 
( ' ) Vauquelin, Rapport fait a la Societe philomathique sur I'eudionietre de Seguin. 
(*) Berthollet, Journal de rEcole PolytechniquCy 3' cahier, p. 277. * 
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de pbosphore prepare a Tinstant et demoule sous le mercure memo 
de ia cuve. 

L'azote introduit bulle a bulle dans la cloche A ne donne lieu a au- 
CUD phdnomene : pas d'oxygene, pas de phosphorescence. 

Dans B et C chaque bulle est vivement lumineuse; quand elle crfeve 
a la surface de Teau, elle se continue sous forme d'un petit nuage lu- 
mineux. 

Les experiences ayantete repelees un grand nombre de fois, le mer- 
cure finit par etre refoule de I'eprouvette A, et Teau vient se repandre 
en couche mince ^ la surface du mercure; elle y forme immediate- 
ment une tres-belle nappe lumineuse d'oii s*elevent des nuages phos- 
phorescents. 

Dans B et C les buUes finissent par n'etre plus lumineuses, Toxygfene 
finissant par etre epuise dans B; et dans C soil Toxyg^ne^ soil le 
pbosphore. 

Si» au lieu de prendre de I'azote parfaitement pur, on fait passer 
dans une autre serie de cloches de Thydrogene, de Tazote, de Tacide 
carbonique provenant d*un appareil monte avec soin dans les condi- 
tions ordinaires, chaque bulle, meme dans A, est vivement phosphores- 
cente. 

Si Ton fait passer de Tair ordinaire, aucune bulle n'est phosphores- 
cente, mais des nuages se ferment au-dessus du liquide. 

Avec Toxygene pur, les bulles ne sont pas phosphorescentes, et il ne 
se forme pas de nuages phosphorescents au-dessus du liquide. 

Ces faits me paraissent parfaitement concluants. 

Dans chaque bulle qui se forme au sein de I'eau se diffuse de la va- 
peur de pbosphore. S'il s'y trouve en meme temps de I'oxygene en petite 
quantite,1a phosphorescence a lieu ; s'il est en quantite trop grande, elle 
ne se produit plus. A la temperature ordinaire, la quantite contenue 
dans Tair est deja trop grande. 

Dans les tubes B et C, chaque bulle d'azote pur formant un vide au 
milieu du liquide, du pbosphore et de Toxygene s'y diffusent a la fois, 
et Ja combinaison a lieu. L'experience ayant reussi avec de Teau prise 
dans un flacon de pbosphore bien ferme oil elle etait depuis plus de 
six mois, ilen resulte que I'oxygene dissous dans Teau et le pbosphore 
qui s'y trouve, a quelque etat que ce soit, ne se combinent pas entre 

^9- 
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eux. J'ai cherche a verifier le fait par une experience directe. J*ai 
rempli a moitie d'eau aeree une eprouvette placee sur le mercure, puis 
j'y ai fait passer un baton de phosphore prepare a Tinstant avec du 
phosphore tres-pur et lave tres-soigneusement. Au bout de deux mois, 
Teau ne presentait pas la moindre trace d'acidit^, et lesbulles d'azote 
y etaient parfaitement phosphorescentes. Uneseconde eprouvette pla- 
cee en meme temps a cote, mais Torifice en haut et ouvert, a donni 
au bout de quelques jours des traces tres-marquees d'acidite. Je pense 
done que Teau des flacons oil Ton conserve le phosphore devient acide 
de la maniere suivante : le phosphore dissous dans Teau emet des va- 
peurs a la surface, ces vapeurs se combinent avec Toxygene de Tair, et 
le produit acide de la combustion retombe dans Teau du flacon et s*y 
dissout. 

Ces experiences preliminaires ayant etabli rigoureusement la condi- 
tion de phosphorescence des bulles, je les ai poussees un peu plus loin 
d'une maniere plus simple, en me contentant de faire passer les bulles 
gazeuses dans un tube a essai faisant fonction de flacon laveur et con- 
tenant de I'eau et un petit baton de phosphore {fig^ 5). 

Fig. 5. 




Avec Toxygene pur ou a peu pres : rien, sauf des nuages phosphores- 
cents a la sortie de Tappareil. 

Avec de Toxygene a 20 pour 100 d'azote : meme resultat. 

Avec Tair : bulles non phosphorescentes, mais nuages lumineux au- 
dessus du liquide. 

Melange d'azote et d'oxygene contenant i5 pour 100 d'oxyg^ne : 
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buUes non phosphorescentes , mais les nuages sont plus lumineux 
qu'avec Tair. 

Melange d'azote et d'oxygfeoe. contenant lo pour loo d'oxygbne : 
bulles lumineuses, mais non dans tout leur parcours; elles ne le de- 
viennent qu'a i centimetre environ de la surface. 

Melange d'azote et d'oxygene contenant 5 pour loo d'oxyg^ne : 
bulles tr^s-phosphorescentes dans tout leur pdrcours; elles presentent 
un maximum d'eclat vers le milieu de la colonne liquide. 

Ainsi, k la temperature des experiences, qui ^tait de 12 a i3 degres, 
il ne commencait a y avoir de bulles lumineuses qu'avec Tazote conte- 
nant au plus 10 pour 100 d'oxygene, et encore la quantite de phosphore 
difius^e ne devenait suffisante qu'a une petite distance de la surface. 

Dans Tazote contenant 5 pour 100 d'oxygene les bulles sont magni- 
fiques et presentent un maximum d'eclat dans le milieu de leur par- 
cours. Plus bas, la quantite de phosphore diffusee est insufBsante; 
plus haut» elle devient trop grande pour la 'quantite d'oxygene qui 
reste. 

Les phenom^nes s'expliquent done dans leurs plus petits details. 
Voici encore une experience que je trouve dans le Traite de Chimie de 
Berzelius ('). 

c L'eau dans laquelle on conserve du phosphore possede la singu- 
liere propri^te de luire dans une bouteille bien bouchee, toutes les fois 
qu'on Tagite, et de repandre quelquefois, sans cause apparente, une 
lueur qui se dissipe instantanement. Lorsqu'on decoupe une figure 
dans un morceau de papier noir et qu'on le colle ensuite sur la bou- 
teille, on voit, chaque fois qu'on agite le flacon dans I'obscurit^, la 
figure se dessiner en traits lumineux. Si I'ou enleve le bouchon ou si 
on ne I'ajuste pas bien, I'eau perd de suite sa propriete de luire et ne la 
recouvre qu'aprfes que la bouteille est restee bouchee pendant quelque 
temps. G'est Ik encore un phenomene dont nous n'avons point I'expli- 
cation. > 

L'explication est bien simple : il n'y a de lueurs que quand on 
agite, car c'est alors seulement, au sein des bulles, que le phosphore 
en vapeur peut se rencontrer avec I'oxygbne. Si le flacon est ouvert, 



(') Bbrz^lius, Traits de Chimie, t. I, Mition fran(^se, p. iB8. 
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c*est de Fair qu'on a au-dessus du liquide, de Tazote k 21 pour 100 
d'oxygene, qui ne donne pas de bulles phosphorescentes. Si le flacon 
estreste quclque temps ferme, I'oxygene de l*air a disparu en toutou 
en partie, et alors les bulles sont phosphorescentes, aux depens de 
I'oxygene qui reste dans Fair du flacon et de celui qui se trouve dis- 
sous dans I'eau. 

L'eclat des bulles phosphorescentes qu'on obtient avec Tazote meI6 
a 4 ou 5 pour 100 d'oxygene et de I'eau ayant sejourne au contact du 
phosphore me fait penser qu'on aurait dans ces bulles un precede 
tres-sensible pour reveler la presence du phosphore en nature, et qui, 
dans certains cas, pourrait etre substitue avec avantage au proc^d^ de 
Mitscherlich. Quand la quantite de phosphore esttrfes-petite, on n'ob- 
tient avec I'appareil de Mitscherlich qu'un phenomene fugitif et de Tap- 
parition duquel on n'est pas maitre. Au contraire, Teau qui a sejourne 
au contact d'une quantite de phosphore incroyablement petite, et qui 
d'ailleurs n'en a point paru diminuee, pent donner avec le melange 
conveuable d'azote et d'oxygene des bulles phosphorescentes qu'on 
pent produire a volonte, et dont on pent laisser passer un trbs-grand 
nombre dans le liquide avant que la phosphorescence cesse de se pro- 
duire. 

V. — Forces Stastiques de la vapeur de phosphore. 

Du moment oil la question de proportions entre la vapeur de phos- 
phore et I'oxygene joue un si grand rdle dans la combustibilite du 
melange, il etait inleressant de determiner, au moins approximative- 
ment, la force elastique de ia vapeur de phosphore dans le voisinage des 
temperatures atmospheriques. Gette determination n'a, que je sache, 
jamais ete faite; je n'ai trouve sur ce sujet que des experiences de 
M. Schrotter (* ) pour des temperatures superieures a 160 degres etde 
M. Hittorf (^) pour des temperatures encore plus elevees. 

L'appareil dont je me suis servi (y?^. 6) est un lube en U de i cen- 

(') Schrotter, Memoires de V Academic de Fiennc, t. I, p. i3o; Annates de Cfumie ei 
de Physique, 3* s^rie, t. XXIV, p. 406. 

(') UiTTORF, Poggendorjf's Annalen, Bd. CXXVI, p. 193. 
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timfetre environ de diaro^tre interieur et no centimetres de hauteur. 
Une des branches presente un etranglement, et au-dessus de cet etran- 

Fig. 6. 



• \ 




glement est place un baton de phosphore. Le liquide qui doit servir 
a mesurer les pressions et le baton de phosphore etant introduits, Tap- 
pareil etait mis en communication, par ses deux branches, avec la 
pompe a mercure, et le vide se faisait simultanement des deux cotes. 
Quand il avait ete amene aussi loin que possible, on fermait les deux 
branches a la lampc, et quoique ces fermetures fussent successives, 
comme Tappareil etait en ce moment en communication avec Tam- 
poule vide de la pompe, il ne pouvait en resulter de difference de . 
pression. Le vide etait fait sur I'air, et il n'etait evidemment pas ab- 
solu. L'erreur qui pent en resulter est bien faible; car, en admettant 
que le vide soit fait seulement a ^ millimetre, la disparition de Toxy- 
gfene du cote du phosphore ne peut entrainer qu'une difference de 
pression de -^ J® millimetre. 

L'appareil ainsi prepare etait plac^ dans une grande cuve en tole, 
d'une capacite de 4o litres, et fermee par une glace a sa partie ante- 
rieure. L'eau etait agitee constamment, et la difference des niveaux 
etait relevee au cathelometre. 

J'ai d'abord employe le mercure, mais il s'altere tres-vite au 
contact de la vapeur de phosphore : le menisque correspondant se 
deprime, et il en resulte des erreurs de capillarite dont la correction, 
quand il s*agit de quantites aussi petites, entraine de grandes incer- 
titudes. 
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J'ai cru parer k la difficulte en rcmplaQant le mercure par Tacide 
sulfurique concentre. Sifot qu'on a fait le vide, Tacide sulfurique a 
laisse degager des bulles; pour faciliter leur depart on a entoure le 
tube d'eau chaude : le vide a ete maintenu pendant toute une journ^e. 
Les bulles ayant cesse de se degager» on aferme Tappareil; mais il s'est 
pr^sente un phenomene curieux : Tacide sulfurique montait eonstam- 
ment du cote du phosphore et accusait entre les deux branches une dif- 
ference de niveau qui allait continuellement en augmentant. Je n*ai 
done pu tirer aucun parti de cet appareil. 

On ne pouvait gufere songer a Teau : avecun liquide aussi volatil, il 
sufQrait d'une difference de temperature tres-faible entre les deux 
branches pour amener des erreurs superieures aux quantit^s a mesurer. 
J'ai eu alors recours k la glycerine. 

L'appareil a fonctionne tres-correctement, et les tensions observees se 
retrouvaient identiques, soit qu'on elevate soit qu'on abaissat la tem- 
perature. II est du reste curieux de voir avec quelle rapidite la force 
^lastique de la vapeur de phosphore prend son etat d'equilibre. La 
moindre quantity d*eau froide ajout^e au bain amenait immediatement 
k la surface du tube un depot de cristaux de phosphore. Ces cristaux 
finissent par acquerir des dimensions assez considerables; ils sent tout 
a fait transparents et presentent un tres-grand eclat, qui rappelle celui 
du diamant. 

Yoici les nombres obtenus, exprimes en colonnes de glycerine : 



Premiere sirie. 





Bm 


.4,8 


0,93 


>9»' 


I 9IO 


23,6 


»,59 


29.4 


2,65 


33,7 


3,71 


39,5 


5,3i 


41,2 


5,42 


4. ,6 


5,55 


4a, 2 


5,69 


39,6 


5,3o 


35,4 


4»39 


33,5 


3,65 
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Premiere *^nV(suile). 



o mm 



29,5 

25,2 
22,4 


2,61 
2,24 
1,57 


19,10 


1 ,12 


17,2 


1 ,02 


Deuxi^me 


sirie. 



10,4 

10,6 

i5,5 


mm 
0,54 

0,57 

0,87 


20, i4 

25,3 


I ,20 



Eq voulant modifier Tappareii pour mesurer la force elastique de la 
vapeur dans le voisinage de zero, j'ai fait involontaircment tomber 
dans le liquide un petit cristal de phosphore detache desparois. Quel- 
ques instants apr^s il s'elait etabli une diiTerence de niveau conside- 
rable, due au degagement de quelque gaz resultant de Taction du phos- 
phore sur la glycerine. L'experience n'a done pu etre continuee. 

En prenant la moyenne des resuUats fournis par les experiences 
qui precedent et reduisant les pressions en colonnes d'eau, on obtient, 
pour les forces elastiques des vapeurs de phosphore a differentes tem- 
peratures, lesvaleurs suivantes : 



•Temperature. 


Force elastique 





mm 


5 


0,46 


10 


0,68 


i5 


I ,02 


20 


1,63 


25 


2,42 


3o 


3,5o 


35 


5,?.7 


40 


6,82 



Une autre serie d'experiences, faites avec un manometre a mercurc, a 

AnnaUs de VEcole Normale. a« Serie, Tome III. 3o 
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dcs temperatures supericures a celle de la fusion du phospbore, a donne 
les resultats suivants : 



Temperature. 


Force elastique 





mm 


45 


6,0 


5o 


7»o 


55 


8,4 


60 


10,1 


65 


12,5 


70 


i5,5 


75 


20,0 


80 


22,1 


85 


27,0 


90 


33,1 


95 


4r,i 


lUO 


48,6 



Les deux tableaux ne se raccordent pas exaetement, mais Tappareil 
laissait a desirer dans le dernier cas, parce qu'il etait reste dans le tube 
une petite quantite de gaz dont on n*a pu tenir compte que d'une ma- 
nifere approchee, et parce que le niveau du mercure en contact avec le 
phosphore etait difficile k observer. Malgre cette cause d*incertitude 
sur la valeur numerique des pressions, les nombres du dernier tableau 
donnent une idee sufBsante de la marche du phenomene. 



VI. — Phosphorescence dans Voxygene pur. 
Influence de la temperature. 

J'ai deja dit que Fourcroy (*) avait le premier signale ce fait remar- 
quable que le phosphore ne luitpas dans I'oxygene pur a la tempera- 
ture et a la pression ordinaires de Tatmosphere. 

C*est lui aussi qui, dans le Memoire fait en commun avec Vauque- 
lin (^) et deja cite, a fait voir que la phosphorescence, qui n'a pas lieu 



(') Fourcroy, Memoires de T Academic des Sciences pour 1788. 
(*) Fourcroy et Vauquelin, loc. cit. 
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^ la temperature ordinaire, apparait a 33 degres R. {2-}°,S C.) et se 
maintient aux temperatures superieures. 

Plus tard Bellani (') montrait qu'on pouvait faire paraitre la phos- 
phorescence sans elever la temperature, en rarefiant I'oxygene. 

Enfin je lis dans une Note de Schweigger (') que plus I'oxygene est 
rarefie et plus basse est la temperature a laquelle ta phosphorescence 
commence. 

J'ai voulu preciser un peu mieux la pression timite a laquelle com- 
mence la phosphorescence a chaque temperature et pour cette re- 
cherche je me suis servi de I'appareil suivant(y%. 7). 

Fig. 7. 



C'est un manometre a air libre, semblable aux manombtres de M. Re- 
gnault. Les deux tubes, de merae diamelre (20 millimfelres environ), 

(') Bbllam de Mdnu, Bulletin lie Pharmacie, 5' ann^e, p.4^i '8i3. 
(') ScHVueaiH, Schweigger's Journal, t. XL, p. 70. 

3o. 
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relics inferieurement par un robinet a trois voies, sont gradues en mil- 
limetres. Lc tube A communique par un tube capillaire ayec un 
reservoir cylindrique de 20 millimetres de diametre et i5o milli- 
metres de hauteur, contenantun baton de phosphore. Ce reservoir est 
place au milieu d'un cylindre en verrerempli d'eau. Ce cylindre pent 
etre chaufTe par la partie inferieure et Teau maintenue dans yn etat 
d'agitation constante au moyen d'une soufHerie dont le vent s'echappe 
au fond du cylindre. 

L'appareil est d'abord mis, par la tubulure lateraleD, en communica- 
tion avec une pompe a mercure. On fait le vide, puis on laisse rentrer 
de Toxygene pur; quand cette operation a ete repelee trois ou quatre 
fois, on ferme definitivement le tube D a la lampe. 

Pour faire une observation, on verse du mercure par le tube B, de ma- 
niere a avoir dans l'appareil un exces de pression relativement a la 
temperature a laquelle on opere ; puis, la temperature etant bien sta- 
tionnaire, on fait ecouler tres-doucement le mercure du tube A, jus- 
qu'a ce qu'on voie apparaitre la phosphorescence. On lit la division a 
laquelle le mercure s'est arrete dans le tube A, puis, en tournant la 
clef, on rend la pression du cote A, de maniere a faire disparaitre toute 
trace de phosphorescence; au bout de dix minutes, on fait Ecouler le 
mercure de A, et Ton fait ainsi cinq ou six observations consecutives k 
la meme temperature. Ghaque fois on lit la division a laquelle a afileur^ 
le mercure dans le tube A. Quelquefois les observations sont tout a fait 
concordantes, d'autres fois on a des ecarts de 10 a i5 millimetres. On 
prend la moyenne des six observations et, en tournant convenablement 
le robinet, on amene le mercure du tube A a aflleurer a la division 
moyenne, les deux branches du manometre communiquant entre elles. 
On lit la division a laquelle le mercure aflleure dans chacune d'elles, et 
la difference donne ce qu'il faut retrancherde la hauteur barometrique 
ou lui ajouler pour avoir la pression a laquelle la phosphorescence a 
apparu. 

Cette apparition se fait d'une maniere tres-nette : Tinflammation se 
declare en un point, et inslantanement envahit tout le tube. Malgre 
cette nettete de I'apparition, les experiences consecutives, faites k une 
meme temperature, presentent entre elles de petites differences, qui ne 
depassent du reste jamais le -77 de la pression totale. Ces differences 
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peuvent tenir a de petites variations de temperature, a la rapidite plus 
ou moins grande avec laquelle on a fait ecouler le mercure; mais je 
croisqu'il faut les attribuer surtout a la nature meme du phenomene 
qui, comme tout phenomene limite, ne peut jamais, si je puis m'ex- 
primer ainsi, offrir de contours bien arreles. 

Un point important est de laisser un intervalle sufTisant entre deux 
experiences consecutives, de maniere a laisser se dissiper la chaleur 
produite par Tinflammation precedente. C'est cette circonstance qui 
rend impossible la marche inverse de celle que j'ai suivie, c'est-a-dire 
celle qui consisterait a observer la pression a laquelle cesse la phos- 
phorescence. Dans ce cas les observations presentent entre elles des 
ecarts beaucoup plus grands. 

Je dois enfin signaler une derniere difficulte que j'ai rencontr^e dans 
ces experiences. En faisant, a des epoques diflerentes, avec le meme 
appareil des series d'observations tout a fait independantes, et dans 
lesquelles le phosphore et I'oxygene avaient elerenouveles,je n'aipas 
retrouve les memes nombres absolus, bien que dans chaque serie la 
marche du phenomene fut tres-reguliere. La difference venait-elle du 
phosphore ou de Toxygene? J*ai toujours prepare Toxygene de la 
meme maniere, avecdu chlorate de potasse scul, sans melange d*oxyde. 

Je transcris les deux series les plus completes que j'aie obtenues : 

I. 

Pressions calculees par la formule 
Temperature. Pressions observdes. y = 3io -h a3,i9 r. 



«,4 


355 


352,5 


-f- 2,5 


3,0 


387 


389,6 


— 2,6 


4,4 


408 


422,0 


14,0 


5,0 


428 


436,0 


— 8,0 


6,0 


460 


459,0 


4- 1 ,0 


8,9 


519 


526,0 


7»o 


9>3 


538 


535,0 


-4- 3,0 


1 1,5 


58o 


586, 


— 6,0 


l4,7. 


65o 


649,3 


-4- 0,7 


18,0 


780 


737,0 


- 7>o 


19,2 


760 


765,0 


— 5,Q 



snn LA PHOSPHOREflCEIfCf: 







Preuloni calculi 


pu 1> formnle 




Pressions ohtrritet. 


^ = 


= '7<>-+- 


.9.S7 '■ 












■ °4 


598 


'97.4 




-1- 0,6 


2.1 


3i6 


3ii,i 




1- 5,0 


5,1 


366 


369,8 




- 3,8 


',fi 


4a5 


4.8.7 




+ 6,3 


8,5 


43= 


43o,5 




4. 1,5 


ii,o 


495 


485,2 




+ 9.8 


l5,3 


5,0 


567,4 




+ 5,6 


i6,o 


595 


584,o 




+ 1 1 ,0 



Ed cherchant Ji construire par points les courbes qui ont les terapi- 
ralures pour abscisses et pour ordonnees les pressions, on recoDDait 
iram^diatement que cbaciine des deux series est tres-exactement repre- 
sentee par uue droile {Jig. 8). En prolongeant ces deux droiles AO et 



06, elles viennent se ecu per en un meme point de I'axe des abscisses, k 
— i3°,8. Si ce n'est pas une coincidence fortuite, cela indiqueraitqu'^ 
cette temperature la tension de vapeur du phosphore est absolument 
nulle. Quant a I'inclinaison inegale des deux droites, peut-etre pour- 
rait-on I'expliquer par la supposition que dans les deux cas ta force 
elastique de la vapeur de phosphore n'alteignait pas exactement la 
meme valeur. Je n'ai pas cru necessaire de calculer par des proc^ 
des plus ou moins coinpliquesl'cquation de ces droites. En partanl 
du fait qu'elles se coupent au point qui correspond a t= — iS'.S et 
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que Tordonn^e a Torigine est Sao pour la premiere OA et 270 pour la 
seconde OB, j'ai pris les deux Equations 

y rzz 320 -+-23,19 /, 
7—2704- 19,57/, 

et j*ai mis en regard des resultats observes ceux qu'on deduit de ces 
formules. Les dimensions relatives do Tappareil que j'employais ne 
m'ont pas permis de pousser les experiences au-dessous de zero ni au- 
dessus de 19 degres pour la premiere serie et 16 degres pour la se- 
conde. Vauquelin et Fourcroy ont trouve que la phosphorescence 
commenQait dans Toxygene pur sous la pression normale a 27^,5. Je 
lis dans le Traite de Chimie de Gmelin que Davy avait trouve 27 de- 
gres dans certaines experiences et des nombres compris entre r6 et 27 
dans d'autres. La premiere des droites donne 19 degres, la seconde 
24^,8. Je lis aussi dans le memo Ouvrage que dans une experience 
Davy a trouve qu'a la pression de i \ atmosphere la phosphorescence 
commengait dansl'oxygene pur au point juste de fusion duphosphore. 
Or, enprenantpour cette temperature 44^>2, la seconde formule donne 
pour J" 1 1 35 millimetres, ce qui est exactement le nombre trouve par 
Davy. 

VII. — Phosphorescence dans les melanges gazeux 

renfermant de Voxygene. 

On admet generalement que, lorsque du phosphore est place dans 
un melange d'oxygene et d*un autre gaz sans action chimique sur lui, 
le gaz inerte n'a d'autre effet que de delayer Toxygene et que, quelle 
que soit la composition du melange, du moment oil Toxygene y pos- 
sede la pression a laquelle il faudrait le reduire, s'il etait pur, pour que 
la phosphorescence fut possible, la phosphorescence a lieu- 
Pour verifier cette assertion, j'ai employe le precede suivant [fig. 9) : 
La partie essentielle de Tappareil est un manometre analogue a celui 
qui a deja ete decrit. Les deux tubes sont d'egal diametre (20 milli- 
metres), tous deux sont divises en millimetres; le tube ouvert a envi- 
ron 2 metres de long; Tautre est ferme par un excellent robinet 
d'acicr de Golaz. Un morceau de phosphore est suspendu a la partie su- 
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perieure par un fil de platine. Le tube tout entier est renferm^ daoa 
ua mancbon ea verre dans lequel circule de bas en haut ua courant 



d'eau coDtinu. Un thermombtre sensibte place a la hauteur du phoB- 
phore donne la temperature qu'ou a cherche^ conserver la meme, au- 
tant que possible, pendant tout le cours des experiences failes sur un 
ineme gaz. Ces experiences durant necessairement plusieurs jours, il 
fatlait saisir les occasions favorables. 

La marclie des experiences est la meme que.celle qui a d^jJi ^t^ in- 
diqu^e. Le melange etant introduit dans le tube, on etablit un exces de 
pression, de maniere h empecber toule phosphorescence. On fait alors 
couler le mercure du tube ferm^ jusqu'a ce que la phosphorescence 
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apparaisse; on rend immddiatement la pression apr^s avoir note la di-' 
vision oil s'est arr^t^ le mercure. On repute Texperience cinq ou six fois 
k des intervalles sufBsants. On calcule la position moyenne qu'a prise 
le mercure et Ton mesure, en mettant les deux branches du manom^tre 
en communication, ^ quelle pression elle correspond. 

La plus grande difficulte etait la preparation des melanges gazeux, 
leur introduction dans le lube ^ phosphore et leur analyse. Yoici com- 
ment j'ai oper^. 

L'oxyg^ne et le gaz en experience, prepares avec tout le soin pos- 
sible, etaient renfermes dans deux petits gazometres a mercure A et B, 
fermes en haut par un robinet en verre. Ces deux gazometres communi- 
quaient par le robinet k trois voies G et le fil capillaire de cuivre D avec 
une cloche divisee E, placee sur uue cuve profonde. L^robinet C ouvrait 
aussi la communication du cote du manometre ; enfin en F se trouvait 
encore un robinet k trois voies permettant de conduire le gaz dans le 
tubek phosphore ou de le rejeter a Texterieur par le tube de degage- 
ment G. 

On commengait, au moyen du manometre, par faire le vide dans toute 
la partiedroite de Tappareil; puis, par un jeu convenable desrobinets, 
on faisait dans Eun melange des deux gaz en proportion determinee. 
On faisait alors passer une partie de ce melange dans le tube a phos- 
phore. Une fois les experiences terminees, on refoulait le gaz par le tube 
abducteur G et on le recueillait dans une petite cloche H ou un eudio- 
m^tre, suivant les cas, pour en faire I'analyse. Bien des fois on a fait 
passer directement une partie du melange de la cloche E dans la cloche 
k analyse H. On a pu constater ainsi que, pepdapt le cours des expe- 
riences sur un melange donne, la composition du melange ne variait 
pas d' une manibre sensible au contact du phosphore; du reste, comme 
je I'ai deja dit, on eteignait la phosphorescence presqu'au moment 
meme oil elle commenQait a apparaitre. 

Les resultats obtenus pour chaque gaz etaient portes sur un papier 
quadrille, en prenant pour ordonnees les pressions observees et pour 
abscisses les proportions de gaz inerte contenues dans le melange. 
Ainsi Torigine ou Tabscisse zero correspondait a Toxygene pur, Tab- 
scisse X au melange qui, sous un volume i, contenait x de gaz inerte 
et I — a? d'oxygene. Si^^r est la pression observee relative au melange j?, 

MnnaUt de I'icole NormaU, 3* Serie. Tome HI. 3 1 
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la force elastique de I'oxygene dans le melange est evidemment 
y{i — x): il est done facile dededuire la courbe des pressions de Toxy- 
gene de celle qui represente les pressions totales. 

Avantd'en venir aux resuUats de Texperience, il nesera pas inutile 
d*exaniiner quelle serait la configuration dela courbe ainsi construite 
dans riiypothese enoncee en tete de ce chapitre, savoir que I'oxygene 
doit avoir dans le melange exactement la force elastique a«laquelle il 
faudrait le reduire s'il 6tait pur, pour que, la temperature restant la 
meme, la phosphorescence eut lieu. Soient a cette force elastique eiy 
celle du melange qui contient x de gaz inerte : la force elastique de 
Toxygene dans le melange est y (i — a?), et cctte force elastique doit 
etre constante et egale ha; on a done Tequation 

Equation d'une hyperbole 6quilalereOA {^g. lo) ayant pour asymptotes 
Taxe des x et la droite x = i. Cette hyperbole coupe en I'axe des j', 
et le coefiicient angulaire de la tangente en ce point a egalement pour 
valeur a; quanta la pression de I'oxygene dans le melange, elle est 
evidemment representee par une parallele OB a I'axe des a?, menee h la 
distance y = a. 

Je n'ai trouve ce resultat pour aucun gaz. Les pressions totales sont 
bien toujours representees par des hyperboles equilateres; mais ces 
hyperboles n'ont plus pour asymptote I'axe des x^ mais une parallele 
a cet axe. La pression de I'oxygene dans le melange est bien representee 
par une droite, mais cette droite n'est pas parallMe a I'axe des x; elle 
a toujours un coefiicient angulaire negatif, et s'approche par suite de 
I'axe des x a mesure que x augmente. Elle n'a pas du reste la meme 
inclinaison pour les difi'erents gaz essayes, ce qui prouve que la na- 
ture du gaz a une influence; laquelle? C'est ce que je n'ai pu encore 
apercevoir. 

II eut ete desirable, pour faciliter les comparaisons, que les courbes 
relatives aux diflerents melanges gazeux fussent toutes rapportees k 
une meme temperature. II eut fallu pour cela, ou que toutes les expe- 
riences fussent faites a une meme temperature, ce qui est evidemment 
impossible, ou que pourchaque melange on fltplusieurs series d'ob- 
servations a des temperatures notablement difierentes, de manifere k 
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Fig. 10. — Umite tupirieurc dei pnsiiont uuxquellei te produit la phosplii 
d'oxxgine et d'un gas sans action tar le p/tosp/n 
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pouYoir, pour chaque melange donne, construire la courbe des pres- 
sions en fonction de la temperature; mais il eilit fallu^ pour cela, mul- 
tiplier dans une proportion enorme» et peut-Stre sans aucun profit, les 
observations. Or ces experiences ne tardent pas k devenir trfes-iasti- 
dieuses : Fobligation de rester de longues heures dans une obscurite 
absolue, de ne pouvoir commencer les observations qu'apres un assez 
long sejour dans Tobscurite, jusqu'k ce que Toeil ait acquis une sensibi- 
lite suiiisante; la necessite, pour faire les lectures ou les divcrses mani- 
pulations, de ne s'eclairer qu'avec une lumifere extr^mement faible 
sous peine de perdre beaucoup de temps k recouvrer cette sensibility, 
sont des conditions de travail peu favorables et pour Tesprit et pour la 
sante, et k plus d'une reprise j*ai ete contraint de m'arreter. 



VIII. — RSsukats ohtenus avec les differ ents gaz. 

Mdlange d'azote et d'oxygene. — Tons les observateurs ont remar- 
que que la phosphorescence est plus vive avec Tazote qu'avec tout 
autre gaz: aussi est-ce pource melange que les experiences ont^te le 
plus faciles. On determinait la composition du melange en absorbant 
I'oxygfene par Tacide pyrogallique et la potasse. 

Les experiences ont ete faites a des temperatures comprises enlre 
i5 et i6 degres. Elles ont donne les resultats suivants : 



Composition du melange. 


Prestion obsenr^e. 


Pression calculde. 


Difference. 


X 


jr 








mm 


mm 


mm 


0,000 


670 


670 





o,o5o 


685 


685 





o,aoo 


780 


747 


-17 


0,293 


790 


798 


- 8 


0,4^0 


945 


925 


-4-20 


o,5oo 


lOIO 


990 


4- 20 


0,600 


nag 


fi35 


- 6 


0,700 


.389 


"397 


- 8 


o>79^ 


1895 


1895 

Somme 







= + I 
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Les Dombres de la Iroisi^me colonne sont les ordonnees de Thy- 
perboleO|A| {fig. lo) qui a pour Equation 

y [}—x) -f- 36oar — 670 = 0. 

Leur accord avec les nombres observes est tout a fait satisfaisanty sur- 

tout si Ton considfere que ces nombres ne correspondent pas exacte- - 

meat k une mSme temperature et que les deux observations qui pre- 

sentent I'ecart positif le plus grand sont celles qui ont ^t^ faites k la 

plus haute temperature. 

Les pressions de Toxyg^ne dans le melange sont, par suite, denudes 

par la formule 

/ = — 36o X -H 670, 

c'est-ii-dire une droite 0| Bo qui s'abaisse versTaxe des x avec le coef- 
ficient angulaire — 36o. 

Je n*ai pas faitdes^rie d'observationsk une autre temperature; roais 
j'ai observe avec beaucoup de precision que, sous la pression de 766,5, 
un morceau de pbosphore place dans un tube de verre de meme dia- 
metre que celui du manometre cessait de luire dans I'air k la tempera- 
ture de 7^»^- Or, k cette temperature, la pression maximum de 
Toxyg^ne pur est 44o. Si Ton joint par une droite les deux points cor- 
respondant k ces donn^es, on a une ligne exactement parallMe a la 
premiere, car son coefficient angulaire est \ ( [\[\o — \ 766,5) = 358,4 
(au lieu de 36o). II r^sulterait de la que, pour avoir les courbes relatives 
k Tazote pour les diff^rentes temperatures, il n'y aurait qu*k modifier le 
terme constant de I'equation et k le remplacer, dans chaque cas, par la 
pression maxima de Toxygfene pur correspondant k cette tempe- 
rature. 

Je vais indiquer comment j'ai obtenu le nombre 7^,2 cite plushaut. 
Le dimancbe 16 fevrier 1873, vers 7 heures du soir, les diverses 
pieces dependant du cabinet de Physique du lycee de Montpellier 
etaient k des temperatures comprises entre 7^ i et 8^, 7. Un morceau de 
pbosphore, suspendu par un fil de platine, a ete porte successivement 
dans ces pieces et observe k distance, de maniere k eviter Tiofluence de 
Tobservateur. Yoici les resultats obtenus : 
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Pifece a 8,7, phosphorescence assez vive, nuages lumineux. 

• 8,6, » moins de nuages. 

• 8,5, phosphorescence tr^s-p&le et intermittente. 
» 8,4» pas de phosphorescence. 

La phosphorescence avait done lieu dans Tair libre k 8^ 5. 

On eut alors Tid^e d'introduire le phosphore dans un tube k essai 
ferme k un bout et de meme diametre k pen prfes que le tube manome- 
trique. II luisait dans ia piece dont la temperature etait 8^,4« II luisait 
encore tres-faiblement dans une piece dont la temperature ^taity^^S, 
mais ne luisait plus dans une autre oil elie 6tait 7^»i. II est Evident 
que le tube en verre empechait le refroidissement du phosphore par 
voie de rayonnement. 

Je ferai encore deux remarques sur les melanges d'azote et d*oxy- 
g^ne. La premiere, c'est qu'k la pression atmospherique ordinaire et 
k la temperature de 12 k i3 degres les bulles qui traversent Teau en 
contact avec du phosphore ne sont lumineuses que si le melange con- 
tient au moins 90 pour 100 d'azote. Or, k cette temperature, il faudrait 
une pression de a*^,7 pour empecher le phosphore de luire dans ce 
melange, c*est-k-dire une pression 2,7 fois plus grande. Ge resultat 
sembles'expliquerfacilement et memeapporter un nouveau temoignage 
en faveur de la theorie que j*ai essaye d'etablir. II prouverait tout sim- 
plement que la vapeur de phosphore qui ^mane du phosphore dissous 

dans Teau a une force elastique qui n*est que — de la force elastique 

maxima k la meme temperature, k moins que la vapeur d'eau n'ait 
elle-meme une influence, ce que je ne crois pas. 

La seconde remarque, c'est qu*il me semble y avoir une analogic 
frappante entre les resultats presentes ici pour le phosphore et ceux 
auxquels M. P. Bert {*) est arrive pour la respiration des animaux. Le 
savant physiologiste a montreque, si Ton fait varier la pression k laquelle 
I'etre vivant est soumis, ies proportions d'oxygeneet d*azote qui con- 
stituent Fair cessent d'etre les plus favorables k la respiration; que si ia 



(' ) P. Beet^ Camples rendiis de V'Acad^mie des Sciences, 3o mars 1874, p. 91 1 
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pression augmente, Tair est trop riche en oxygene; que si elle dimi- 
nue» il est trop pauvre, et que si Ton veut que la respiration continue 
a s'effectuer sans trouble, il faut faire varier la richesse en oxygene de 
I'air en sens inverse de la pression. Ainsi M. Bert trouve qu'a la pres- 
sion de 340 millimetres la respiration s'effectue convenablement dans 
un melange contenanto,55 d'azote, et a la pression de 260 millimetres 
dans un melange a 0,37; ou, en adoptant les notations deja employees, 
\k des valeurs de x egales a 

0,37, 0,55, 0,792, 

correspondent des valeurs de y 

, 25o"''", 340""", 760"", 

et, par suite, des pressions d'oxygeney (i — ^) egales a 

i57'""*,5o, 1 53""", 1 52"", 

c*est-k-dire que, pour que la respiration s'effectue bien, il Taut que I'oxy- 
gene ait dans le melange une pression sensiblement constante et egale 
k i55 millimetres environ. Ce fait peuts'expliquer trfes-simplement par 
les lois de dissolution des gaz : dire que la pression de I'oxygene est 
constante dans le melange, c*est dire qu'il s'en dissout toujours dans le 
sang la meme quantite. Toutefois, je ne puis m'empecher d'etre frapp6 
de ce fait, qui me permettra d'exprimer ma pensee en un mot, que si 
le travail respiratoire consistait a oxyder du phosphore qui serait 
charrie par le sang, il resulterait de ce qui precede que les choses se 
passeraient exactement comme elles se passent dans les experiences de 
M. Bert. 

Melange d'oxygine et d'oxyde de carbone. — On verra tout a Theure 
pourquoi je prends ce melange a la suite du precedent. La phospho- 
rescence y presente peu d'eclat. Les analyses etaient faites, tantdt en 
absorbant Toxygene par I'acide pyrogallique et la potasse, tantdt en 
faisant detoner le melange et absorbant Tacide carbonique par la 
potasse. On a employe plusieurs fois les deux precedes simultanement 
comme verification. 
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Les experiences ont ^t^ faites h la temperature de 6^, 5. 



ion da melange. 


PrMsion obsenre^ 


), Preuion ealciil6e. 




X 


r 








■D 


BB 


BB 


OyOOO 


400 


400 





Oy080 


402 


4o4 


— 2 


o , ?.4^ 


4l2 


416 


- 4 


Oy300 


430 


42a 


+ 8 


0,4^0 


45o 


436 


+ 14 


o,44o 


460 


440 


H-ao 


0,544 


470 


460 


+ 10 


o,655 


5oo 


497 


+ 3 


0,675 


5l2 


5o8 


+ 4 


o,85o 


720 


700 


•^20 


0,895 


860 


83o 


+ 3o 


0,900 


892 


85o 


+4a 



Les nombres de la troisi^me coloDne sent les ordonnees de Thyper- 
bole Oa Aa {fig^ 10) qui a pour Equation 

y{\ — a:) 4- 35o^ — 4°^ = o, 

lis sont gen^ralement un peu faibles, et Ton aurait un accord plus satis- 
faisant en modifiant de quelques unites le coefficient de x. La pression 
de Toxygfene dans le melange est representee par la droite OaBa* ayant 

pour equation 

j^ = — 35o X -t- 400, 

et dont le coefficient angulaire est — 35o. Pour Tazote nous avions 
trouve — 36o. On peut considerer ces nombres comme identiques, et 
cette remarque pr^sentera de TinterSt si on la rapproche de cette 
autre, que I'azote et Toxyde de carbone ont tous deux la meme densite. 

Milange d'hydrogine et d'oxygene. — L'analyse du melange d'hy- 
drogene et d'oxygene a ete faite par Tetincelle eiectrique quand on 
etait dans les limites de combustibilite; dans les autres cas, en absor- 
bant Toxygene par I'acide pyrogallique el la potasse. Quelques ana- 
lyses ont ete faites par les deux precedes simultanement. 

Les experiences ont ete faites entre 16^, 5 eM8^» S- Comme elles ont 
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ele tres-nombreuses, je transcris seulement celles qui se rapprochent 
le plus de la temperature de 17^,5. 



ion du melange. 


Pression observec. 


Pression calculee. 


Difference. 


X 


^ 








am 


mm 


mm 


0,000 


732 


732 





0,244 


768 


768 





0,374 


801 


798 


-h 3 


o,4i6 


802 


811 


- 9 


o>477 


835 


834 


-♦- I 


0,619 


930 


915 


-T-lS 


0,820 


1252 


1243 


-^ 9 



Les nombres de la troisieme colonne sont calcules par la formule 

j(i— x) -+■ 610 X — 7321= o, 

qui rcpresente encore une hyperbole OjAj el qui conduit, pour les 
pressions de Toxygene dans le melange, a Texpression 

y=^ ■— 620X 4- 732, 

equation d'une lignedroiteOsB, don tie coefficient angulaireest --620, 
beaucoup plus grand que celui que nous avons trouve pour Tazote et 
Toxyde de carbone. 

Melange d'acide carbonique et d'oxygene. -— La remarque a la- 
quelle ont donne lieu I'azote et Toxyde de carbone rendait interes- 
santes les experiences faites avec deux autres gaz ayant la meme 
densite. L'acide carbonique et le proloxyde d'azote se presentaient 
naturellement. 

Pour doser les melanges d'oxygene et d'acide carbonique, on absor- 
bait Tacide carbonique par la potasse; puis, comme verification, on 
ajoutait parfois de Tacide pyrogallique pour absorber a son tour Toxy- 
gene. 

Yoici les resultatsd*une serie d'experiences faites a la temperature de 
1 2 degres. 

Annates de l*£coU Norinalc, a^ Sorie. Tomo 111. 32 
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ion du melange. 


ProBsion observco. 


Pression calculee. 


DiBercnce 


X 


^ 








mm 


mm 


mm 


0,000 


5io 


5io 





o,i3o 


5l2 


5.7 


~ 5 


0,400 


526 


543 


-H17 


0,470 


555 


56o 


- 5 


o,6i5 


600 


59a 


-H 8 


0,670 


6i5 


624 


- 9 


0,700 


637 


63o 


+ 7 


0,760 


663 


668 


- 5 



Les nombres de la troisifeme colonne soot les ordoDoees de I'hyper- 
bole O4 Aji, ayant pour equation 

y (i— a:) -f- 460 j; — ■ 5io = o. 

Les pressioQS de Toxygene dans le melange sent representees par la 
droite O4 B4, dont T^quation est 

y=z — 460a: -f- 5io, 

et le coefficient angulaire — 460. 

Melange de protoxyde d' azote et d'oxygene. — L' analyse du me- 
lange etait faite e& absorbant Toxygene par Tacide pyrogallique et la 
potasse; dans un cas, on a analyse le residu en le faisant detoner avec 
rhydrogene et Ton a trouve un resullat concordant. 

Les experiences ont et^ faites k la temperature de i4 degres. 



Composition du m 


elange . 


Pression observee. 


Pression calculde. 


Difference. 


0,000 




J' 
mm 

58o 


mm 

58o 


mm 



o,3oo 




■ 660 


646 


+ i4 


o,45o 




705 


707 


— 2 


0,690 




972 


gSo 


-h 4^ 


0,900 




1785 


•975 


— 190 



Les nombres de la troisieme colonne correspondent a Thyperbole 
O5 A5, ayant pour equation 

X {i — x) -{- 4^5 X — 58o = o. 

L'accord n'est pas aussi complet que precedemment; mais les expe- 
riences ont etc aussi moins nombreuses. 
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La pression de Toxygene dans le melange sera representee par la 
droile OjB^, dont Tequation est 

y ^=- — 4^5 X H- 480, 

et le coefficient angulaire — 4^5. Nous avons trouve pour Tacide car- 
bonique —- 460. Sans doute ces deux nombres ne different pas beau- 
coup I'un de I'autre; mais, comme le resultat obtenu avec Thydrog^ne 
en particulier n'indique pas que ces coefficients suivent Tordre des 
densites, il n'y a pas lieu d'insister sur la remarque k laquelle avaient 
conduit les deux premiers. 

Pour etre completement fixe ^ cet egard, j'avais pense a experi- 
menter sur un gaz de grande density, et j'avais choisi le cyanogfene, 
mais toutes les tentatives que j'ai faites pour op^rer avec ce gaz ont ete 
infructueuses; outre que les appareils se salissent d'une facon d^ses- 
p^rante, la phosphorescence est toujours tellement faible qu'il m'a et6 
impossible de saisir, comme avec les autres gaz» le moment ou elle 
s'etablissait. 

II y aurait maintenant» pour completer ce travail, k determiner Tin- 
fluence des gaz ou des vapeurs qui agissent chimiquement sur le phos- 
phore. Tons ces corps apportent un obstacle plus ou moins grand k la 
phosphorescence; leur nombre est d'ailleurs tres-grand, comme je Tai 
deja indique. Le Memoire de Graham contient un grand nombre de faits 
et des experiences interessantes, en particulier, sur Taction de Thydro- 
gene bicarbone; mais I'esprit se perd au milieu de cette nomenclature 
de corps d'origine et de proprietes si diff^rentes, et s'epuise en vain \ 
chercher un fil conducteur qui lui permette de se retrouver au milieu 
de ce d^dale. J'ai fait de nombreuses experiences sur cesujet, mais ce 
fil je ne suis point encore parvenu a le saisir. Je ne pense pas, du reste, 
que tons ces corps agissent de la meme maniere. Beaucoup se combinent 
evidemment avec le phosphore; d'autres, comme Tether, les alcools, le 
sulfure de carbone, Tessence de terebenthine sont des dissolvants du 
phosphore. Quand on plonge un baton de phosphore dans un flacon sa- 
ture de la vapeur d'un de ces corps, une couche de liquide se condense 
immediatement a la surface. Si on le retire au bout de quelques instants 
et qu'on Texamine dans Tobscurite, on constate que la couche liquide 
s'evapore, et sitot qu'un des points est a decouvert la phosphorescence 

32. 
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se declare dans le voisinage dece point. La couche liquide persiste au 
contraire dans un espace sature de vapeur, et elle reste la meme quelle 
que soit la pression des gaz etrangers qui s'y trouvent. Le phosphore 
emet toujours de la vapeur; mais cette vapeur a une force elastique 
moindre que celle qu'elle aurait dans le vide ou dans un gaz inerte; 
elle est dans le meme etat que la vapeur d*eau en presence d*une dis- 
solution concentree de sel ou d'acide sulfurique; son etat hygrome- 
trique, sije puis m'exprimer ainsi, s'eloigne plus ou moins de Tunit^. 
La tension du phosphore n'etant plus la meme, il faut changer aussi 
celle de Toxygene pour rester dans les limites de combustibilite et la 
reduiredans lememe rapport; et I'experience montre, en efiet, qu'il 
suffit d'abaisser la pression pour faire reparaitre la phosphorescence. 

Aussi, si Ton suspend un baton de phosphore dans un ballon au fond 
duquel on a verse assez d'essence de terebenthine pour que I'espace en 
reste sature, la phosphorescence apparait dans Tair quand la pression 
n'est plus que de quelques centimetres. 

Mais, encore une fois, mes etudes sur ce point ne sont pas encore 
assez avanc^es pour que je puisse me prononcer d'une maniere defini- 
tive et classer les corps qui agissent sur la phosphorescence, en ren- 
dant un compte exact du role que joue chacun d*eux. Pour quelques- 
uns, la portee de ces etudes depasserait beaucoup I'objet particulier 
qu*on a ici en vue. Tout lemonde sait que le gaz defiant, par exemple, 
qui nuit si energiquement k la phosphorescence, met aussi obstacle k 
la combustion de I'hydrogene dans Teudiometre (*); qu'il empSche le 
potassium de s'oxyder dans Fair (^), etc. D'un autre cote, on seheurte 
a chaque instant, dans ces recherches, a la question de Tozone qui, par 
elle-m6me, n*est point de nature a apporter beaucoup d*eclaircisse- 
ments. 

Ces ^claircissements, peut-etre serai-je assez heureux pour les four- 
nir un jour; ils formeraient le complement naturel et necessaire du 
present travail; mais j'espere que Ton voudra bien m'excuser de 
n'avoir pas attendu ce complement. 

( ' ) H. Davy, Recherches surlaflamme (Ann, de Chimie ei de Phys.^ a* s^rie, t. IV, p. 817. 
(*) GaAHAM, Observations sur l*oxydation du phosphore ( Quart, Journal, n** 11. — Ann, 
Pogg,, t. XVU, p. 375; 1829). 
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INTRODUCTION. 

L*objet premier de ce travail etail Telude des ph6nomenes eleclro- 
statiques qui se presentent aux deux poles d*uoe pile completemeDt 
isolee. Cette etude pouvait ofTrir quelque interet par ce fait que la theo- 
rie donnee par Biot, et qui n'avait encore ete controlee par aucune 
experience, se trouve inaintenant en desaccord avec une theorie nou- 
Yelle» baseesur les principes que Temploi dupotentiel a introduits dans 
r^tude de Telectricite. 

Mais, dans ce nouveau genre d*etudes, les travaux mathematiques 
ont precede de beaucoup les rechercbes experimentales, dont le 
nombre est tr^s-restreint. II m*a doncfallu, avant de pouvoir aborder 
le sujet principal, traiter un certain nombre de questions accessoires 
indispensables, ce qui m*a force a remettre k un second travail Tetude 
de la pile et a me borner pour le moment aux rechercbes experimen- 
tales preliminaires. 

Gomme les idees qui m'ont guide sont peu repandues en France, au 
moins dans Tenseignement, je crois utile de rappeler toutd'abord quel- 
ques definitions indispensables pour Tintelligence de ce qui doitsuivre. 

I® Quantite d'dlectricite. — Si Ton electrise simultanement deux 
spheres conductrices isolees et egales, puis qu'on vienne a les s^parer, 
comme rien ne pent distinguer Tune de Tautrc, elles possederont des 
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quaruitds dgales d'electricite. De plus, si I'on vient a reunir sur Tune 
des spheres toute relectricite qui se trouvait sur les deux, cette sphere 
possedera uue quantite d'electricite double de la precedente. On peut 
doDC parler de quantites d' electricitd comme de quantitds de chaleur^ 
etcela quelles que soient les hypotheses que Tod adoptepourse rendre 
compte des phenomenes electriques ou calorifiques. 

En vertu des lois de Coulomb, la force qui s'exerce entre deux ele- 
ments electrises est proportionnelle aux quantites d'electricite qu'ils 
poss^dent, et en raison inverse du carre de leur distance. On prendra 
done comme unite de quantite d'electricite la quantite qui, concentr^e 
en un point, et agissant sur une quantite egale concentree en un autre 
point situe h une distance egale a I'unite, exercera sur ce point une 
action egale a I'unite de force. 

Quant a I'unite de force, elle depend des unites de masse, de lon- 
gueur et de temps. Pour la premiere et la derniere il n'y a gu^re de 
difficulte, et Ton est gen^ralement convenu de prendre pour unite de 
temps la seconde, et pour unite de masse celle du gramme, ou, plus 
exactement, celle de i centimetre cube d'eau distillee k la temperature 
de son maximum de density. 

Pour I'unite de longueur, il y a plus de divergence dans les opi- 
nions : nous adopterons I'unite choisie par le comite de I'Association 
britannique, le centimetre, de sorte que I'unit^ de force sera la force 
qui, agissant sur i gramme de matiere pendant une seconde, lui im- 
primera une acceleration de i centimetre par seconde. Avec ces unites, 
le poids de i gramme a Paris vaut 980,88 unites de force. 

2^ Densitd et epaisseur ilectriques. — L'electricite ne se manifestant 
qu'a la surface des corps conducteurs, on a et^ conduit k la represen- 
ter par une couche qui les recouvrirait; comme la distribution ne se 
fait pas d'une maniere uniforme sur toute la surface, cette couche peut 
avoir soit une epaisseur constante et une density variable, soit une den- 
site constante et une Epaisseur variable. De la les mots de density et 
A'dpaisseur dlectriques en un point, mots qui ont mdme signification et 
sont employes indifferemment pour designer le rapport de la quantite 
d'electricite qui existe sur une surface a cette surface elle-meme, 
quand ses dimensions sont telles que l'electricite puisse y etre eonsi- 
deree comme distribuee uniformement. 
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Potentiel. — Si I'on considere un point M soumis a rinflueiice de 
masses electriques m, m\ m"^... concentrees en des points situes res- 
pectivement a des distances r, r\ r'\... du point M, on appelle /?o/6/i- 
Uel des masses Electriques sur le point M Texpression 



1 



m 
r 



Cette fonction, purement matheniatique a Torigine, a ete employee 
pour la premiere fois par Laplace, mais surtout par Gauss, qui lui a 
donnE son noiti. Plus tard, entre les mains de Green, de Clausius et 
de Thomson, elle a servi a etablir toute la theorie de I'electricitE. 

Ce n'est pas ici le lieu d'insister sur ses differentes proprietes, qui 
ont, du reste, ete exposees plusieurs fois d*une fagon simple et ele- 
mentaire (*). II me suffit de rappeler les points suivants. 

Quand un corps conducteur electrise est en equilibre, le potentiel 
de toute TelectricitE qu'il possede est constant sur un point quel- 
conque de son interieur. Ce potentiel se nomme alors, pour abreger, 
potentiel du corps : il est proportionnel a la quantite to tale de Telec- 
tricite (*); on pent done poser 

E etant une constante qui depend de la forme du corps. 



(*) Voir, Journal de Physique, 1. 1 (187a), les articles do M. Cornu, p. 7, 87, 241, et do 
M. Potior, p. 145 et 217. 

(') En effet, consid^rons une s^rie de points faisant partie d'un m6me corps conducteur, 
poss^ant des masses Electriques m, m\ m%,. . , et situEs k des distances r, r\ r",. . . d*un 
point P. Le potentiel des masses Electriques sur le point P sera 

_. m m' 

y " 1 1- 

r r 

Si Ton change la quantity totale d'ElectricitE du corps, qu'on la rende, par exemple, K fois 
plus grande; comme sur un mEme corps la distribution Electrique se fait toujours de la mdme 
fa^n, les masses Electriques des diffErents points seront devenues respectivement K/t?, K/ti', 
Km*, . . . , et le nouveau potentiel des masses Electriques au point P sera 

V'=^'-h!^-h...=KV. 
r r 

Le potentiel est done bien proportionnel ^ la quantilE totale d'ElectricitE que po8s6de le 
corps. 
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Si le corps est une sphere de rayon R, poss^dant une quantity d'elec- 
trieite M, son potentiel au centre, et par suite dans tout Tint^rieur 

est V = -jt; il est egal a i pour M = i el R = i. Nous prendrons done 

pour unite de potentiel le potentiel d*une sphere d*un rayon egal k 
Tunite, et chargee d'une quantite d*electricite egale a Tunite. 

Capacite eleclrique. — Considerons maintenant un corps conducteur 
chauflc et en equilibre de temperature; pour elever sa temperature de 
T degres, il faut lui donner une quantity de chaleur Q, et Ton a 

C £tant la capacity calorifique du corps. 

On voit que Tequation d*equilibre electrique (i) a une grande res- 
semblance avec celle d'equilibre calorifique (2), cequia fait donner a 
la constante E le nom de capaciti electrique du corps. Cest la quantite 
d*electricite necessaire pour faire acquerir au corps un potentiel egal a 
Tunite, de meme que la capacite calorifique est la quantite de chaleur 
necessaire pour echauffer le corps de i degre. 

La seule difference quMl ne faut pas oublier de signaler est que» pour 
des corps semblables, la capacite calorifique croit comme le cube des 
dimensions homologues, tandis que la capacite electrique est simple- 
ment proportionnelle a ces dimensions. En eflet, si les deux corps sont 
semblables et possedent des couches electriques distribuees semblable- 
ment, les quantites d'electricite qu'ils possedent sont proportionnelles 

au cube des dimensions homologues : done le potentiel V = N — est 
proportionnel au carre de ces memes dimensions, et par suite la capa- 
cite E = y varie comme le rapport de similitude. 

J) 
Comme pour une sphere on a V = j^? la capacite. d*une sphere est 

exprimee par le meme nombre que son rayon, quelles que soient les 
unites adoptees. L'unite de capacite sera done pour nous la capacity 
d'une sphere de i centimetre de rayon. 

L'analogie que nous avons signalee plus haut entre les mots quan- 
tite de chaleur et quantite d' electricity ^ tempirature et potentiel^ capaciti 
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calorifique et capacity electrique, se poursuit beaucoup plus loin* ainsi 
queTa inontre Sir W. Thomson. Tous les problemes d'equilibre elec- 
trique peuvent sc trailer absolument par les memos equatioDS que ceux 
d'equilibre caloritique et de calorimetrie. II me suffit de citer Texemple 
suivant : 



Deux corps de capacit^s 6lcctriques e el e\ 
aux potentiels pet (^, sout mis en commimi- 
cation par un long fil. lis arrivent a un po- 
tenliel final V. 

La quantity d'^lectricit^ perdue par le 
premier est (<' — V)r, celle gagn^o par le 
second est (V — p') e'; on a done 



(V-p')<7'--r:(,.-V)r, 



d'ou 



V- 



re 



I'V 



c 



c 



Mais le premier corps poss^ait une quantity 

d*<ileclricit^ m = cv; le second, /w'= e'v'\ 

done 

nf ■+- m' 



Deux corps de capacit^s calorifiques c et c\ 
aux temperatures e et /', sent mis en contact, 
ou mieux m61ang6s. lis arrivent a une tem- 
p6rature finale T. 

La quantity de chaleur perdue par le pre* 
mior est ( / — T ) r , celle gagn^ par le second 
est (T — /') c'; on a done 



(T-f')r'=(/-T)r, 



d'ou 



T = 



fr -+- f'r' 



c -t- c 



v = 



c -i- a 



Mais le premier corps poss^dait une quantite 
de clialeur q = ct\ le second, q* = c'l'; done 



(• 



Ge mode de raisonnement, d*une clarte et d*une simplicite remar- 
quables, est du a Thomson (*). Cost lui que nous emploierons exclusi- 
vement par la suite, car il facilite singulierement Tetude de Telec- 
tricile. 

Tension. — Le mot de tension, fort usite d*habitude en ^leclricile, 
Dousa paru d'un emploi dangereux. Ce mot, en efTet, est employe au 
moins dans trois sens absolument diflerents, sans que, le plus souvent, 
on prenne la peine de he detinir. 

Dans son sensle plushabituel en eleclricitc statique, il est synonyme 
de densite electrique, mot qui est meilleur que celui de tension, et 
qui doit certainement lui elre prefere. 

Souvent il sert a designer la pression que Telectricite accumulee en 
un point exerce sur la couche d'air en contact qui s'oppose a son de- 
part; dans cette acception, il designe une quantite proportionnelle au 



( ' ) fo/r Thomson, Reprint of Papers on Electrostatics, On the uniform motion of heaty 
p. \\On the electrostatical Capacity of a Lcjrden pfUal^ etc., p. 5i. 

Annates de VEcole Normale, ?" Serie, Tome HI. 33 
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carre de la densitc, et si Ton veut conserver le mot tension^ c*est daos 
ce sens seul qu'il faudrait le faire. 

Enfin, quand il est question de piles, le mot tension se prend sou- 
vent pour designer leur force electromotrice ; il est alors absolument 
synonyme de potentiel. 

Pour ces causes, nous rejetons absolument dans tout ce qui suit le 
mot tension^ etnous ne nous servirons que des mots quantitd (Telectri" 
citCf potentiel et densite, mots qui n'ont jamais ete employes que dans 
une seule acception, et dont le sens parfaitement defini ne peut donner 
lieu a aucune ambiguite. 



I. — Methode d'ohser station, Appareil de inesure. 

1 . Construction et usage deldlectrometre. ~ L'instrument qui a servi 
a loutes mes recherches est une forme simplifiee de Telectrometre a 
quadrants de M. Thomson (*), proposee et employee par M. Branly (*). 

II se compose de quatre quadrants A, B, A% B\ disposes dans uo 
meme plan horizontal, au-dessus desquels se meut une aiguille de 
metal en forme de 8, suspendue a un fil d'argent. Au-dessous, Taiguille 
se prolonge par une petite tige verticale portant un miroir qui servira 
a mesurer les deviations par la methode de la reflexion. Le tout est 
renferme dans une cage carree en glaces, surmontee, a la maniere des 
balances de Coulomb, d'une cheminee en verre, sur laquelle vient sV 
dapter le tambour qui porle la pince du (il de torsion. Cette pince est 
elle-meme terminee par une vis qui permet de la relever ou de Tabais- 
ser, de faQon a faire varier a volonte la distance de I'aiguilie aux sec- 
teurs. 

Pour les experiences, on reunit les secteurs deux a deux en diago- 
nale, de maniere a en former deux paires qu'on electrise de signes 
contraires, et dont les actions sur Taiguille sont alors concordantes. 

On peut se servir de cet appareil de deux faQons differenles : 

1° On donne a Taiguille une charge constanle, et Ton fait commu- 



( ' ) Thomson, Reprint of Papers of Electrostatics y p. 260. 
(') BhAJiLX, \A/iaaies (ie rjEcole Normale (1873), p. 209. 
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niquer les deux paires rfe secleurs avec deux corps dont on veut mesu- 
rer la difference de potentiel : c'est ainsi qu'a opere M. Branly, et 
qu'oQ ae sen habiluellement de I'eleclroiiielre de Thomson. Ce procede 
est, du resle. parliculi^rement commode quand on etudie des sources 
Fie. 1. Fio- 1. 



d'^lectricite, c'est-a-dire dcs corps comme la pile, qui jouissent de la 
propriele de maintenirentredcux deleurs points uneditTcrencedepO' 
lentiel constanle. 

2° On pent donner des charges permanenles, egalos el de signes con- 
traires, aux deux paires de secteups, et mettre I'aigoille en communi- 
cation avec le corps qu'on etudie par I'intcrmcdiaire du til de torsion 
et d'un long fil de metal. Cette disposition est cellc dont je me suis ex- 
clusivement servi, et c'est elle qu'il est lo plus commode d'employer 
quand on veut eludier des corps conducteurs charges d'une quantite 
limilee d'electricite. Elle perniet de determiner soit la charge du corps, 
soit sa capacite electrique, soit le polenliel auquel il se trouvait. 
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Eq effet, soicntV le poicnticl du corps, C sa capacile» E celle de 
releclrometre. En mcUaot relectromelre en commuoication iointaioe 
avec le corps, le systeme prend un potentiel v^ et Ton observe une de* 
vialion $. 

Le potentiel final etant i^, I'electrometre a rcQU une quantite d'elec- 
tricite egale a Ev et proportionnelle a c^, taot que les deviations ne sont 
pas trop grandes, et comme nous le demontrerons plus loin. D*autre 
part, la quantite d'electricile perdue par le corps est (V— v)C; on a 
done 

ii -f- Li 

Si maintenant on observe la deviation $o de Telectrom^tre quand on 
le met en communication avec une source au potentiel Y, on a 

K3. = VE, d'oii ^--:p^» 

0§ JCi -h ti 

equation d'oii Ton pent deduire G ou la charge initiale du corps CY. 

II reste maintenant a donner quelques details pratiques qui peuveot 
elre utiles a ceux qui devront se servir de cet appareil ou d'autres ana- 
logues. 

On mesure g^neralement les deviations par la methode de la reflexion, 
en examinant avec une lunette les deplacements de Timage d'une regie 
divisee, placee a environ 2 metres de Tappareil. L'image est renvoyee 
par un petit miroir plan suspendu a Taiguille de Telectrom^tre. 

Cette maniere d'operer presente de nombreux inconvenients. 

11 est presque impossible d*obtenir un miroir suffisamment plan, 
surtout avec des dimensions aussi petites que cedes qui conviennent a 
Tappareii; de plus, la lunette est toujours plus ou moins afTectee 
d'astigmatisme; enfin l'image qu'on observe provient de rayons qui ont 
du traverser deux fois la glace qui Terme la cage. Pour toutes ces 
causes, Timage est generalement assez confuse, et il est bien difficile 
de mettre au point en meme temps les divisions de Techelle et les nu- 
meros de ces divisions. On evitera tons ces inconvenients en substituant 
au miroir plan un miroir concave, et en plagant la regie divisee au 
centre de courbure du miroir, un peu au-dessous de I'axe. On obtient 
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ainsi dans le meme plan vertical, ct un pcu au-dcssus de Taxe, une 
image reelle egale a Tobjet, et qui esl tres-bonne, quand meme le 
miroir serait un peu defectueux. On sail, en efTet, qu'au centre de 
courbure on est dans la position du minimum d*abcrration. 

Gomme regie divisee, on pourra prendre une echelle micrometrique 
au cinquieme ou au dixieme de millimetre, dont on observera I'image 
avec un microscope. La regie dont je me servais etait au cinquifeme de 
millimetre, et on la regardait avec un microscope grossissant cinquante 
fois. Le cinquieme de millimetre paraissait done comme i centimetre 
k la distance de la vision distincte; on pointaitle dixieme de division; 
mais on voit qu'on aurait pu facilement le faire encore avec une regie 
au dixieme de millimetre. 

On pourra se construire facilement un micrometre de la maniere 
snivante. On prend une lame de verre, depolie d'un seul cdte; on pro- 
mfene la face polie dans la tlamme d*un appareil de Marsh, de facon a 
la recouvrir d*une legere couche d^arsenic. G'est sur cette couche, qui 
est d'une preparation et d'un maniement bien plus commodes qu'une 
couche d'argent, qu*on tracera la graduation k la machine k divisor. 
Apres avoir inscrit les numeros, on recouvre Tarsenic de vernis photo- 
graphique. On dispose alors derriere cetle echelle un petit miroir a 
45 degres, qui y renvoie la lumiere d'unc lampe placee a distance, et 
produit sur la face depolie un eclairement uniforme. 

L'image se presente alors sous forme de traits brillants se detachant 
sur un fond noir, et, malgre Temploi du microscope, elle est encore 
infiniment plus brillante que I'image qu'on obticnt d'habitude avec une 
Echelle sur papier et une lunette. Les observations sont, de la sorte, 
beaucoup plus faciles et moins fatigantes pour la vue, et comportent 
une precision plus grande dans les pointes. 

Ajoutons que, si la glace qui forme I'appareil etait defectueuse, ce 
qui pourrait troubler les images, il n'y aurait qu'a prendre un miroir 
concave dont le cenlre de courbure fiit precisement sur la cage; c'est 
sur la partie interieure de celle-ci qu'on appliquerait le micrometre, et 
I'image serait alors soustraite a toute influence perturbatrice. 

Une cause de perte de temps dans I'emploi de I'electrometre, tel 
qu'il a etc decrit, est la persistance des oscillations, due principale- 
menta la forme meme de I'aiguille, qui lui donne un grand moment 
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d'inertie. Ces oscillations soot de deux sortes : les unes horizontales* 
provenant de la torsion du fil qui se detord en oscillant autour de sa 
position d*equilibrc; les autrcs se produisent toutes les fois qu'une 
trepidation ou un choc vient ebranler Tappareil : le fil et Taiguille 
se mettent alors a osciller dans un plan vertical, comme un pendule! 11 
sufiit du plus petit mouvenient pour produire ces oscillations, et elles 
rendent toute mesure impossible pendant longtemps. On evitera cet 
ennui en fixant verticalement a Taiguille, dans le prolongement de 
Taxe, une petite tige de verre portant une lame de platine qui va plon- 
ger dans de Tacide sulfurique. Cette disposition amortit beaucoup les 
oscillations horizontales, et detruit presque immediatement les oscilla- 
tions verticales. On veritiera, du reste, que la presence de cette palette 
ne diminue en rien la precision des mesures, par ce fait que Tappareil 
revient toujours rigoureusement k son zero. 

La seule precaution a prendre est de faire plonger la palette de pla- 
tine en entier dans Tacide sulfurique; sir elle etait coupee par le niveau 
de Tacide, il se formerait tout le long de la ligne de contact un grand 
m^nisque qui changerait de forme pendant le mouvement et pourrait 
apporter des perturbations. La presence de Tacide sulfurique a, en 
outre, I'avantage de bien dess^cher Tair de la cage, qu*il sera commode 
de munir d'une porte pour faciliter le renouvellement de Tacide. 

Poureviter Tinfluence que les corps voisins, electrises ou non, pour- 
raient exercer sur Felectrometre, il sera prudent d'entourer Tappareil 
d'ecrans conducteurs en communication avec le sol. 

Le dernier point utile a connaitre est la manifere d'obtenir une charge 
constante, soit sur les secteurs, soil sur Taiguille. On a propose left 
piles secbes, mais elles ne donnent pas de bons resultats. Elles sent 
trop influencees par les variations de temperature et d*humidite, etont 
uneconductibilite beaucoup trop faible; si par hasard on vient ^ y tou- 
cher, leur charge baisse brusquement et met un temps assez long k re- 
prendre sn valeur initiale. 

II est beaucoup plus avantageux d'eniployer des piles de Volta, zinc, 
cuivre et eau, montees en couronne, dont Tusage parait avoir ete indi- 
que par Gassiot ('), mais dont Hankel s*est le premier servi dans ses 



(') Gassiot, Philosophind Trnnsactinns, i84o el 184 4- 
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recherchcs sur relectricite atmospherique (*). Generalement, on con- 
stitue ces piles au moyen de petits vases de terre dont on noie la base 
dans de la gomme laque, afin d*avoir enlre eux un isolement parfait; 
mais roperation de la fusion de la gomme laque est longue et ne pent 
se'faire que sur de tres-petilcs quanlites a la fois. On pourra la rem- 
placer de la maniere suivanle. On commence par couler, sur la planche 
qui doil porter les pots, une legere couche de soufre, qui forme une 
base isolante solide sur laquelle on dispose en ordre tons les vases; 
puis on coule entre eux dc la paratFine qui les fixe, tout en les 
isolant aussi bien que de la gomme laque. L'emploi de la parafline 
presente un double avantage : tout d'abord, c'est un corps tres-facile 
a manier, qui fond, suivant les ecbantillons, de 4^ ^ 60 degres, en de- 
venant liquide comme de Teau : c*est un tres-bon isolant; enfin la pa- 
rafline est une substance grasse, sur laquelle Teau ne s'etale pas, mais 
reste en globules qu'on peut enlever avcc une pipette par simple aspi- 
ration, de sorte que les elements de la pile restent parfaitement isoles, 
quand meme en les montant on laisserait tomber un peu d'eau entre 
eux. 

La dimension des elements etant absolument indiflerente, on peut la 
reduire autant qu'on voudra. 

En employant de petits godetsen terre contcnant4 grammes d'eau, 
une pile de 100 elements forme un carre de 3o centimetres seulemcnt 
de cdte. 

Enfin, pour eviter Tevaporation de Teau des godets, on pourra verser 
a la surface une legere couche d*huile; on obtient de la sorte des ele- 
ments qui, une fois montes, peuvent servir presque indefiniment. Mon 
electrometre fonctionnait avec deux piles montees par ce moyen, et 
formees chacune de 100 elements, dont un des poles communiquait 
avec le sol, et Tautre avec une des paires de secteurs. Ces piles ont ete 
en usage pendant cinq mois entiers sans qu*il ait ete nccessaire d'y 
toucher une seule fois. 

On pourra, si Ton veut reduire le nombre des couples, en augmenter 
la force electromotrice en prenant, par dxemple, des couples zinc-pla- 
tine au lieu des couples zinc-cuivre, et en amalgamant le zinc. 



(') Hankel, Poggendorff's Annalvn, t. LXXXIV (i85i) el LXXXVm (i853). 
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La force eleclromoirice de Telemenl zinc-culvre-eau flilree clanl. i 

Celle de I'el^ment zinc amalgam^ cuivre-eau est i , 1 1 

zinc ordinaire platine-eau est i » 17 

zinc amalgame platine-eau est 1,28 

Ces nombres ont ete obtenus tres-simplement au moyen de Telectro- 
metre lui-meme, en formant une pile d*uD certain nombre de couples, 
dix ou vingt, dont on fait communiquer un des pdles avec le sol, Tautre 
avec Taiguille de Teleclrometre. Le rapport des deviations produites 
par deux piles diff^rentes est celui de leurs forces electromotrices. 

2.. Graduation et virification de V electrometre . — La premifere opera- 
tion a faire avant de se servir de Telectrom^tre est de le regler de fagon 
que, sans torsion, Faiguille se tienne en ^quilibre sous Taction des sec- 
teurs charges. Ce reglage n*est pas necessaire quand on n'etudie que 
des sources d'electricite, mais devient indispensable quand on opera 
avec des corps cbarges d'une quantite limitee d'electricite. Pour regler 
Tappareil, il sufBt de faire communiquer avec le sol toutes les pieces, 
aiguille et secleurs, et d*observer la position d*equilibre de Taiguille; 
cette position ne doit pas changer quand on chargera les secteurs avec 
leurs piles, Taiguilie restant reliee au sol. Aprfes quelques tatonnements, 
on r^alisera cette condition en tournant le tambour superieur qui porte 
le fil. Dans ces conditions, Tequilibre de I'aiguille ne doit pas non plus 
elre trouble quand elle aura ete isolee quelque temps, puis qu'on vien- 
dra a la faire communiquer avec le sol. 

Quand le fonctionnement de Telectrometre est regulier, on peut ve- 
rifier les propositions suivantes : 

1® Les deviations de V ilectrometre sont proportionneUes, jusqud une 
certaine Cmite, aux quantites d' dlectriciti que possede I'aiguille. 

Cette proposition a deja ete demontree par M. Branly ('), et je Tai 
verifiee moi-meme afin de savoir jusqu'a quelle limite je pouvais compter 
sur la proportionnalite. Le moyen le plus simple pour la determiner est 
le suivant. On a demontre a plusieurs reprises, et je reviendrai surce 
fait, que, dans une pile dont les elements sont soigneusement isoles et 

(') Dranly, loc. cit., p. 221. 
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dont un des poles communique avec Ic sol, le potenliel do Tautre est 
proportionnel au nombre des elements. Si done on vienl a mettre Tai- 
guille de relectrometre en relation avec un nombre variable d'elemcnts 
d*une semblable pile, le quotient de la deviation par le nombre d'ele- 
ments doit etre constant; au moment oil il cessera de TetrCy on aura 
attaint la limitede la proportionnalite. 

J'ai ainsi obtenu, par efxemple, les nombres suivants> pour des jours 
difTerents et en variant la sensibilite :' 



n 
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d 'Elements). 


(d^Yiation). 
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122,6 




1 ,532 
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100 


154. 


I 




1,541 





De ces nombres il resulte que Ton peut compter sur la proportion- 
nalite tant que les deviations sent inferieures a 100, ce qui correspond 
a un angle de y^no' [\i" (*). Jc n'ai jamais depasse et n'ai meme atteint 
qu*exceptionnelIement des deviations de 80 divisions ( 2®4o'48") ; j'etais 
done toujours absolument certain de me trouver dans les limites de 
proportionnalite. 

Tf^ Le potentiel aupdle isole d*une pile dont T autre p6le communique 
avec le sol est absolument independant de la forme et des dimensions de 
cepdle. 



(' ) L'6cheIIe elail divisiSe en cinquiemes do millimetre, et plac<^e h une distance de 170"*", 5 

du miroir. L'angle a, correspondant h une d6viation de 100 divisions, ^lait done donn6 pnr 

la formulo 

100 



tang 2 J'. 



170,6' 



d'ou 



pour 80 divisions de deviation on aurail un angle de t^^o'^S". 

Annates de I'tcole Normalc. ri** Serie. Tome III. 
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Cefaity sur lequcl on abesoin de s'appuyer constamment et qui est 
line consequence de la theorie du potentiel, se v^rifie avee la plus 
grandefacilite : il suffit de mettre i'aiguille de Telectrometre en cooi- 
inunication avec un quelconque des elements de la pile, et d'ob- 
server la position d'equilibre. Si Ton reunit le pole isole k un condoc* 
teur de grandes dimensions, par exemple a un condensateur k grande 
surface, la position d'equilibre n*est pas changee. Si T^lectrometre est 
en relation avec I'element meme que Ton reunit au condensateur, la 
deviation diminue quelquefois un peu au moment du contact, mais 
reprend rigoureusement sa valeur premiere. La diminution primitive 
n'a meme pas lieu si la pile est formee de substances tres-conduc- 
tricesr 

3° Quand on met un corps conducteur electrisien communication loin- 
taine avec Vilectrometre^ la deviation de ce dernier est proportionnelled la 
charge du corps, 

Cette proposition resulte de la loi de partage d'eleclricite entre deux 
corps conducteurs, dont les formules ont ^tedonnees plus haut. 11 m*a 
paru bon cependant de la verifier par experience. 

Pour cela, j*ai employe un condensateur k plateaux, provenant d'un 
electroscope condensateur de Volta. Le plateau condensateur etait mis 
en communication permanente avec le sol; le plateau coUecteur pou* 
vait Stre mis en relation avec un nombre variable d*^lements d'une pile 
de Volta, puis avec Telectrometre : on a loujours observe la propor- 
tionnalit6 entre les deviations et le nombre d'el^ments employes. 

Cette proportionnalite subsistaitquand, le condensateur ^tantcbarg^, 
on separaitles plateaux, puis qu*on mettait le collecteur en communi- 
cation avec Telectrometre. On a ainsi observe les nombres suivants : 



n 


i 


i 


(nombre d'clements). 


(deviation). 


* • 


a 


»9>7 


9,85 


4 


39,5 


9.87 


6 


59,8 


9,83 


8 


78,5 


9,81 


lO 


96,5 


9,65 


\7. 


1 10,5 


9,ai 
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Le quotient - est d'abord constant, puis baisse un peu, ce qui tient 

a deux causes : d'abord, dans les dernicres experiences, on a depasse 
la limite de proportionnalite; de plus, lorsqu'on separe les deux arma- 
tures du condensateur> le collecteur prend un potentiel beaueoup plus 
ele\i (') : par suite, la perte d'electricile doit etre beaueoup plus ra- 
pide, ce qui diininue $. 

Avant d'appliquer Telcctrometre a la mesure de la capacite elec- 
trique d'un cylindre et a Tetude de la pile isolee, il etait necessaire 
d'en determiner la capacite ; mais il s*est rencontre dans cette recherche 
des difiicuUes dues uniquement a des phenomfenes d*influence, et qui 
m'ont force a efPectuer cette mesure de plusieurs fagons et a lui donner 
plus d*importance qu'elle ne devait tout d*abord en avoir. 



(*) En eflcl, soient V lo potentiel primitif du collecteur faisant partie du condensateur; 
C sa capacity dans les m6mes circonslances; C la capacity du collecteur isold, el Y' son 
potentiel. La quantity Q d'^lectricil^ que poss^do le collecteur ne changeant pas pendant 
Texp^rience, on a « 

y_VC-VX', dou V'-V~, 

nombre beaueoup plus grand que V, car .-^ reprdsente le pouvoir condcnsant du condensa- 
teur. En effet, le collecteur seal, de ca[>aciU3 C, en communication avec une source a poten- 
tiel constant V, prend une charge M' telle que Ton ait M'^ VC. Lo m^me collecteur, faisant 
cette fois partie du condensateur, poss^de uhe capacite C. En relation avec la m6me source, 
il se charge d*une quantity M d'dlectricitd au potentiel V, et Ton a M -- VC. On en d6duit 

M M' . M C 

C 'C " ^ M' ■' C ' 

p, repr^sente done bien le pouvoir condensant. 

Cette propridt^ m'a permis d'obtenir une ^tincelle dans Tair avec une pile de 40 elements 
de Yolta zinc-cuivre-eau ordinaire. 11 suflisait de mcttre ces 40 61(^mcnts en relation avec 
le condensateur k plateaux, puis d*eloigner le collecteur et d'en approchcr le doigt pour 
en tirer une ^tincelle. 

C est, je crois, la premiere fois qu'on observe unu etincelle provenant d'une source 6lec- 
trique aussi faible. 
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11. — Capacii6 electrique (Vunc sphere^ de deux splieres en 
contact et dun condensateur spkerique. Mesure de la 
capacity de Velcctrometre. 

3. La capacite d'une sphere est representee par le meme Dombre 
que son rayon, comme nous I'avons vu plus haut. Le moycn qui parait 
Ic plus simple pour determiner la capacite E de Telectrometre est alors 
le suivant. 

On le met d'abord en relation avec une pile qui lui donne un poten- 
tiel y» et lui imprime une deviation c^o- On a alors 

K5« = EV. 

Puis on charge une sphere de capacite S avec la meme pile, et on la 
met ensuite en communication lointaine avec relectrometre ramene au 
zero. On observe une scconde deviation $«, et, d*apres les equations de 
partage electrique que nous avons etablies plus haut, on a 



d'oii 



^^•-^^s:!:e' 



— = — JT — J ii ^=^ 3 

0, O 



La seule difficulte, ete11eestcapitale,estque, par suite derinfluence 
qu*exercent sur la sphere les corps environnants, sa capacite reelle 
est toujours plus grande que son rayon, sans que Ton puissc evaluer 
la difference, qui n'est ncgligea&le dans aucun cas. 

Pour le demontrer, il suffira de considerer le cas de deux spheres 
concentriques : la sphere interieure, de rayon R, sera en communica- 
tion avec une source a potentiel V; la sphere exterieure, de rayon R\ 
sera en communication avec le sol. Dans ces conditions, la sphere in- 
terieure prend une quantite d'electricite -+- M, et, comme on est dans 
le cas d'un condensateur ferme, la sphere exterieure possede une 
quantite d'electricite egalc et de signe contraire — M. Le potentiel au 

centre est done 

MM R' -_R 
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c'esl-a-dire que la capacite de la sphere interieure est maintenant 
:r au lieu de R. 



R'-H 

Supposons une sphere de lo centimetres de rayon plac^e au milien 
d*unesallede lo metres de cdt^» dimension qui n'est certainement ja- 
mais realisee dans aucun laboratoire, on aura alors R' =::: 5oo, R =: lo; 

ia capacite de la sphere sera done R x ^-^ elle est done accrue d*en- 

viron ^ de sa valeur par Tinfluence seule des muraillcs de- la piece. 
En supposant une salle de 4 metres de cote, on aurait une erreur 
de -^ 

Dans cette evaluation n'entrent pas tons les objets contenus dans la 
piece, et qui exercent sur la sphere une action d'autant plus grande 
qu'ils en sont plus rapproches, de sorte qu*on pent etre certain que la 
capacite de la sphere se trouve alteree d'au moins yu ^^ ^^ valeur. 

11 serait inutile, d'autre part, de chercher a attenuer Terreur en se 
servant de tres-petites spheres, car, en vertu de sa forme memo, Telec- 
trometre agit comme condensateur et possede une capacity assez 
grande, qui ne pourraetre determinee avec precision qu'autant qu*on 
lui comparera des corps dont la capacite ne sera pas relativement trop 
petite. 

Cette influence est une cause d'erreur dont on ne s*est jamais, je 
crois, assez preoccupe dans les experiences d'electricite statique. J'ai 
cherche a Tattenuer autant que possible en suspendant les spheres au 
moyen de longs fils de soie k une traverse qui passait au milieu de la 
salle, anssi loin que possible de tons les corps Strangers; mais I'erreur 
subsisle toujours, ainsi qu'on le verra par les nombres suivants, r^sul- 
tats de mes premiers essais de determination de la capacite de Telec- 
trometre. 

J'ai experimente successivement avec trois spheres dont les rayons 
etaient 12*^, 5, 10*^,6 et 5*^,3. 

Les deux premieres colonnes des tableaux suivants donnent les va- 
Icurs de (^0 (*) 6t de $« d^finies plus haut; la troisifeme contient les 

( ' ) Dans la colonno qui donne les valeurs de $^, on remarquera des nombres qui d^passent 
de beaucoup la limite de proporlionnalit^ de Tappareil; mais ce ne sont pas les nombres 
directs do Texp^rienco : on cbargeait toujours les spheres en les metlant en communication 
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valeurs caiculees de ^ =^ r ^ ) enfin la derniere donne la valeur de 

S obtenue eQ prenant E = 43»3, val^eur deterininee en toute rigueur 
par un autre precede qui sera expose plus loin. 

En comparant les valeurs de S avec le rayon correspondant qui 
mesure la capacite propre de la sphere, on aura une idee de Teffet de 
rinfluence. 



Sphtre de rayon ia%5. 



Sphere de rayon 10% 6. 
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J. 
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23,9 
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1 1,6 
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96,0 
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0,1 4o 


6,o5 



Les premiers nombres donnes dans chacune de ces series sont tons 
bien concordants; ils ont ete obtenus en prenant les precautions indi- 
quees pour diminuer Tinfluence exterieure. A la fin de chaque co- 
lonne on a niis, au contraire, les resultats d'experiences faites dans le 
but de montrer combien la part de Tinfluence pent etre grande. Dans 



avec une pile de 100 ^l^ments; mais commo la m6mc pile, r<^unie direclement k I'^leclro- 
metre, aurait donn^ une deviation trop forte, on ne prenaitdanscecas que io ou 60 ^i6menls 
do la pile, de facon a avoir toujours des deviations inf^rieures k 100. On en deduisait ensuite, 
par la r^gle de proportionnalit^, la deviation S^ k inscrire dans le tableau, et qu*on aurait 
observe en reliant directement relectromelre k la pile de 100 ^l^tnents, si la proporlion- 
ualit^ avait subsist^ aussi loin. 
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ces (lernieres experiences, les spheres etaient portees par trois pieds 
de verre d'environ 3o centimetres, termines par un petit baton de cire 
d'Espagne. L'experience revele immediatement Tinfluence exercee par 
la table sur laquelle reposaient les pieds. On a meme outre ces efTets en 
approchant des conducleurs isoles a 3o ou 4^ centimetres de la sphere; 
Tinfluence a pu, dans ces derniers cas, augmenter la capacite de la 
sphere dcy, et meme avec la seconde sphere de {- de sa valeur. 

II etait done impossible de determiner directement par ce moyen la 
capacite de T^Iectrometre. On pent cependant se servir des expe- 
riences prec^dentes de la manifere suivante : on construit une courbe 
ayant pour abscisses les valeurs des rayons des spheres, et pour ordon- 
nees les valeurs de la capacite de Telectrometre, deduite du rapport 

S d 

experimental p; = ^-J_~^ d^^s lequel on prend pour valeur de S sa 

vraie valeur, celle du rayon de la sphere. On a ainsi pour E des nom- 
bres d'autant plus inexacts que I'influence est plus grande, c'est-k-dire 
que R est plus grand. Mais Terreur diminue avec R, et la courbe donne, 
par sa rencontre avec Taxe des y, la valeur limite de la capacity de 
Telectromfetre pour R = o, dans le cas oil Tinfluence serait nulle. 
Des tableaux ci-dessus on deduit (* ) 

R 

Pour R=: 12, 5, ^-rz3,o6, d*ou E="-38,a; 

p 

Pour R — 10,6, -—3,69, d'ou £ = 39,1; 

E 
PourR-- 5,3, 5-"7>9*> ^*o\x £ = 41,9. 

Prolongee jusqu'a Taxe, la courbe construite avec ces donnees de- 
termine, pour valeur de E, le nombre E = ^2,g. 

4. Condensateurs sphdriques. — La valeur de E peut etre determinee 
directement en se servant de condensateurs spheriques. Dans un con- 
densateur forme de deux spheres concentriques, la sphere exterieure 
etant en communication permanente avec le sol, la capacite de la 



(' ) Ces nombres ue r^sultent, bien entendu, que des experiences pour lesquelles rinfluence 
est minima, et les derniers nombres de chaque tableau n'entrent pas dans la moyenne. 
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RIl' 

sphere intirieure de rayon R est ,_ ^ comme nous Tavons 6labli ci- 

(lessus; mais sur cette sphere il n'y a plus a craindre d'influence exte- 
rieure : on a done ainsi un corps de capacite connue, a Taide duquel on 
pourra determiner la capacite de releetromelre en toute rigueur, par la 
methode exposee precedemment pour les spheres. 

Les experiences ont ete faites avec une sphere de rayon R = 3^,95, 
supportee par quatre pieds de verre au centre d*une sphere creuse, de 
rayon R' = 6^,20. Cette derniere portait une petite tubulure par la- 
quelle passait un fil metallique permettant d*etablir la communication 
de la sphere interne soit avec la pile, soit avec I'electrometre. La de- 
viation observ^e d, permettait de calculer, comme on Ta vu precedem- 
ment, la capacite E de I'electrometre , sachant que la capacite du con 
densateur est 

II a el6 fait par cette methode quatre series d'exp^riences qui ont 
donne les nombres suivants : 
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E i.-i, 
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i5o,o 


3o,2 


3.97 


43,3 


164,0 


32,9 


3,99 


43,5 
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3,94 
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39,8 


3,95 


43,1 



La moyenne de ces nombres tres-concordants donne, pour valeur 
de E, 

nombre tres-peu different de 42,9, que Ton avait deduit precedemment 
de la courbe donnant la variation apparente de capacite de Telectro- 
metre avec le rayon des spheres de comparaison. 

Dans ce qui precede, il a ete necessaire de s'appuyer sur cette pro- 
priete des condensateurs fermes, que la quanlite d'electricite develop- 
pee par influence sur Tarmature externe, en relation avec le sol, est 
egale et de signe contraire a la quantite d'electricite que possede Tar- 
mature interieure. 
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Ce theorbme, d^montre experimentalcment par Faraday, puis re- 
trouve par Clausius comme application des proprietes du potentiel, me 
semblait assez connu pour qu'une nouvclle demonstration en parut 
inutile; cependant, comme il vient d'etre mis en doute et meme ni6 
coropletement dans ces derniers temps (*), je crois utile d'y revenir 
aussi brifevement que possible. 

La demonstration generate, dans le cas de surfaces absolument quel- 
conques, de forme comme de position, a ^te donnee frequemment ('). 
Comme elle est un pen longue, je me contenterai de la rappeler et de 
donner seulement une demonstration tres-simple dans le cas de deux 
spheres concentriques, qui est justemcnt celui que j'ai traits par expe- 
rience. 

Gonsiderons deux spheres concentriques : la sphere interieure pos- 
sede une certaine quantite Q d'dectricite sous TinflueDce de laquelle 
se developpent sur les deux faces de la sphere enveloppante des quan- 
tites — Q' et -+-Q' d'electricite. 

Si nous prenons un point m, situe dans Tioterieur de la grande 
sphere, et a une distance d du centre, ce point etant a T^tat neutre, les 
actions de toutes les couches electriques sur lui se font equilibre. 

La couche exterieure -h Q', enveloppant le point m, exerce sur lui 
une action nulle. 

La couche interne — Q' de la grande sphere et la couche -j- Q de la 
petite agissent toutes deux sur le point exterieurm, comme si elles 
etaient concentrees en leur centre. Leur action est done 

Q Q' 

mais, comme le point m est en equilibre, ces actions ont une somme 
nulle; done Q = Q', c'est-a-dire 'que la quantite d'electricite induife 
est egale k Telectricite inductrice. 

Ce theoreme important a tout d'abord ete demontre par Faraday de 
la mani^re suivantc. 



(') VoLPiCELLi, Comptes rendus de rjcadeinie des Sciences y t. LXXVllI; 3 1 mars 1874. 
(') On-pourra la trouver notamment dans le Traite de la Theorie mecanique de la cha- 
leur, de M. Briot (ilectrostatique, p. 222 et suiv.). 
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II prend un long cylindre creux conducteur, ferine k une extr^mite, 
parfaitement isole, et en communication metallique avec un electro- 
scope tres-sensible. Dans ce cylindre il enfonce une boule metallique 
electrisee» tenue par un manche isolant. L'electroscope diverge, et, 
aux premiers instants, la divergence augmente k mesure qu'on enfonce 
la boule. A partir d'une certaine profondeur, quand le cylindre peut 
etre consider^ commc un corps ferme par rapport k la boule, la diver- 
gence devient constante, quels que soient les d^placements de la masse 
agissante, et elle ne change pas non plus quand on vient a toucher la 
boule avec le corps conducteur charg6. 

Depuis la Note de M. Yolpicelli, j'ai moi-meme recommence an 
grand nombre de fois cette experience, qui m'a toujours donne le 
mSme resultat. Je Tai variee encore de la maniere suivante : la boule 
etant enfoncee dans le cylindre ]usqu*au point ou la divergence devient 
constante, on met un instant le cylindre en relation avec le sol. La 
divergence de Telectroscope devient nulle et reste nulle quand on 
vient k toucher le cylindre avec la boule chargee. 

Enfin j'ai encore v^rifie ce theoreme avec le condensateur sph^rique 
dont je devais me servir, et en employant les procedes de mesure les 
plus delicats. La boule intericure du condensateur etait suspendue par 
un fil de soie passant dans une toute petite tubulure de Tarmature ex- 
t6rieure; celle-ci etait composee de deux hemispheres de Magdebourg,. 
reposant sur des pieds isolants. La boule etant suspendue bien au 
centre de Tarmature interne, on soulevait Themisph^re superieur et 
Ton chargeait la sphere inductrice en la touchant avec une pile s^che 
tres-puissante; on refermait Tarmature exterieure, on la mettait un 
instant en relation avec le sol, puis en communication permanente 
avec Taiguille de mon electrometre : celui-ci n'indiquait aucune devia- 
tion, toute Telectricite induite se trouvant retenue sur la face interne 
des hemispheres; puis on lachait le fil de soie, de h^on que la boule 
interne vint toucher Tarmature exterieure. A ce moment, TelectroiifiMre 
persistait a rester au zero. Si releclricite inductrice avait ete en exces, 
cet exces se serait immediatement porte a la surface des hemispheres 
et sur Telectrometre. Dans mes experiences, Telectrometre etait assez 
sensible et la charge de la sphere inductrice assez forte pour qu'on eut 
facilement pu apprecier ~-^ de cette charge. 
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Cette experience peut done etre consideree comme une justification 
complete, mais, du reste, pen necessaire, de I'emploi des conden^a- 
teurs fermes. 

5. Capaciti de deux sphires en contact. — Pendant que mes appareils 
^taient tout disposes pour la comparaison de la capacite de Telectro- 
metre et des spheres, il m*a paru interessant de determiner experi- 
mentalement la capacite du systeme forme par deux spheres en contact. 
Ge cas est un des rares [problemes d'influence que TAnalyse ait pu 
resoudre completement. La solution premifere a et6 donnee par Pois- 
son ('), qui, apres des calculs tres-penibles, a donne Tequation gene- 
rale du probleme et a calcule, dans quelques cas particuiiers, la densite 
aux differents points des deux spheres, la densite moyenne sur chacune 
d'elles et les quanlites d'electricite dont elles sont chargees pour un 
potentiel donne : ce dernier nombre est precisement la capacite, si le 
potentiel est egal a i . 

Plana (') a repris et developpe les calculs de Poisson; il a calcule, 
pour differents rapports des rayons des deux spheres, la charge que 
prend chacune d'elles pour un potentiel egal a Tunite; la somme de 
ces deux charges est precisement la capacite electrique du systeme. 

Nous extrayons les nombres suivants du Memoire de Plana; le rayon 
de la grande sphere a ete pris pour unite, de sorte que, pour avoir la 
capacite d'un systeme de deux spheres, il faudra multiplier par le 
rayon de la grande sphere le nombre de la quatrieme colonne, qui 
correspond au rapport des rayons des deux spheres : 



Rayon 


Charge 


Charge 




dela 


dela 


de la 




petite sphere 


grande sphere 


petite sphere 


Capacity 


r'. 


E.- 


E^. C 


= E^^E,. 


I 


0,69315 


0,69815 ] 


[ , 38629 


0,9 


0,72108 


0,59777 1 


[,3i885 


0,8 


o,75i 16 


, 50496 1 


t|256l2 


0,7 


0,78267 


0,41459 1 


[,19726 


0,6 


0,81629 


o,3283i ] 


[ , 14460 


0,5 


o,85i6i 


0,24700 1 


[,09861 


0,4 

• 


0,88809 


0,17228 1 


[ ,06037 



(') Poisson, MemoireSy t. VH, p. 46 et 67. 

( *) Plana, Memoires de l*Academie des Sciences de Turin, s^rie U, I. VU; 184 5. 
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Les experieDces ont ete faites comme pour mesurer la capacite d'une 
seule sphere. Pour eliminer autant que possible la cause d'erreur pro- 
venant de I'influence, on determinait successivement la capacite appa- 
rente du systeme des deux spheres, puis la capacite apparente de la 
plus grosse seule, et Ton prenait leur rapport. Ce rapport doit etre 
d'autant plus voisin de celui des capacites reelles que la petite sphere 
est plus petite, car I'influence sur le systeme entier ne differe pas 
alors sensiblement de rinfluence sur la grosse sphere seule. Les r^sul- 
tats sont resumes dans le tableau suivant : 



H 


R' 


R 
R' 


<?. 


*. 


c 

E 


c 


12,5 


10,6 


0,848 


164,0 


49 >8 


0,436 


17,0 


12,5 


• 10,6 


0,848 


i55,2 


47 >^ 


0,435 


17,0 


12,5 


5,3 


0,424 


1 56, 2 


40,6 


o,35i 


i3,7 


10,6 


5,3 


o,5oo 


i56,2 


35,5 


0,^94 


II ,5 


10,6 


5,3 


o,5oo 


i56,2 


35,7 


0,296 


11,5 


5,3 


3,92, 


0,740 


1 55, 2 


21,3 


0,159 


6,52 



En se servant des nombres de Plana el en calculant par interpolation 

ceux qui conviennent aux valeurs des rapports -^ des rayons des 

spheres employees, on trouve entre le calcul et Texperience les rela- 
tions suivantes : 

Spheres. Capacito observee. Capacite calculee. 

i2,5-hlO,6 17,0 16,06 

i2,5-h5,3 i3,7 i3,36 

10,6+ 5,3 11,5 11,65 

5,3-4- 3,92 6,52 6>46 

L'accord est aussi complet que possible, excepte pour le premier 
nombre, oil la difference observec est evidemment due a Tinfluence 
beaucoup plus grande sur le systeme des deux grosses spheres que sur 
Tune des deux seule. 
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Y^ ou ^ de leur valeur. On a cbercbe a la rendre aussi petite que pos- 
sible en suspendant le cylindre par un fil de soie au milieu de la pi^ce, 
et aussi loin que possible de tout corps exterieur. On d^terminait 

alors, comme on Ta dit plus baut, la capacite apparente C =E ^ J^ . 

du cylindre. Ensuite on determinait de la memo manifere la capacity 
apparente S' d'une spbere de rayon connu, et de dimensions aussi voi- 
sines que possible de celles du cylindre. Dans ces conditions, les deux 
corps ayant memes dimensions et occupant la meme position, leurs ca- 
pacit^s sont modifiees k peu pres egalement par les corps ext^rieurs et 

le rapport g; sera tres-exactement le meme que le rapport des capacites 



vraies ^- On aura done 






oil S represente le rayon de la spbere de comparaison. 

Grace a cet artifice, on a pu determiner la capacite d*un cylindre avec 
une approximation qui est certainement de ^^ a ~. Du reste, ce 
cbiffre se trouve verifie par ce fait que les capacites de cylindres sem- 
blables ont ^te trouvees proportionnelles aux dimensions bomologues, 
quoique I'influence augmentat tr^s-rapidement avec ces dimensions. 

Les cylindres employes etaient : 

1® Une serie de cylindres de carton reconverts de papier d'^tain, 
ayant tons 5 centimetres de rayon de base, et pour bauteurs 5, lo, 
ao et 4o centimetres, ce qui permettait, en reunissant plusieurs de 
ces cylindres, de faire varier de i a i4 le rapport de la hauteur au 
rayon ; 

2® Deux grands cylindres ayant Tun lo centimetres de rayon et 
lo centimetres de bauteur, Tautre 5,5 de rayon et 70 centimetres de 

bauteur ( - = 12,7 J-, 

3^ Des cylindres de bauteur variable, formes en empilant des disques 
de pile de Yolta ayant 2^, 95 de rayon. On les reunissait sans interposer 
de rondelles de drap et, pour eviter toute force electromotrice, on avait 
soin de reunir les disques par les faces semblables, zinc sur zinc» cuivre 
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sur cuivre. De la sorte, on ^tait absolument dans le cas d'un cylindre 
metallique forme d'une seule substance. 

Les resultats des experiences sont consignes dans les tableaux sui- 
yants : 

1° Cylindres de rayon r^S*'. 



h 


h 

r 


c 


5 


I 


4,60 


5 


I 


4»72 


10 


Ol 


5,84 


10 


» 


5,96 


10 


» 


5,96 


10 


M 


5,92 


10 


4 


8,00 


9 


» 


7'96 


» 





7,88 
'>P Cylind 


h 


h 

r 


C 


1,0 


0,33 


2,l3 


3,1 


i,o5 


2,71 


5,3 


^»79 


3,4o 


5,9 


2,00 


3,63 


» 


2,00 


3,57 


10,4 


3,52 


4,3o 


10,8 


3,66 


4,55 



h 


h 

r 


c 


20 


4 


7.88 


» 


u 


7.92 


It 


u 


7.92 


u 


» 


8,04 


40 


8 


ii,4o 





• 


11,36 


70 


14 


i5,i6 


80 


16 


16,7a 



h 


h 

r 


c 


11,8 


4,00 


4*59 


» 


u 


4,67 


i5,8 


5,35 


5,21 


20,9 


7,08 


6,43 


21,4 


7,26 


6,44 


23,0 


8,00 


6,85 



3" Cylindres divers. 

r— 10, A=rio, C =3 9,48, 9,40, 
r^= 5,5 /i=i:i2,7 Ci=i6,34, 16, i5. 



Restait a reunir tons ces nombres par une formule empirique simple, 
permettantde calculer facilement la capacite d'un cylindre de dimen- 
sions quelconques. Pour cela, je me suis laisse guider par les conside- 
rations suivantes. 

II est facile de calculer la capacite d'un cylindre ouvert de grande 



a8o 
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longueur {fig. 3). En eflet, supposons le cylindre assez long pour que, 
sur toules les parties dont Taction sur le centre n'est pas negligeable, 



Fig. 3. 



B 




A 



irXD* 




^0 




a: 



la density puisse Stre consideree comme constante. Le potentiel au 
centre produit par un Element mn sur lequel la densite est [l sera 

- tidzdr 

Le potentiel au centre dii a un anneau tel queDD' sera done 

dz 

^r' -h z' 

ce qui donnera, pour potentiel du demi-cylindre superieur AB A'B', 
h 

A* 
si r* pent etre n6glige devant^- 

Le potentiel du cylindre entier sera done 

D*autre part, la quantity d*^lectricite que poss^dc le cylindre est 
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La capacite C d'un cylindre ouvert, de tr^s-grande hauteur » sera done 



aL- 

r 



D'autre part» les integrates elliptiques qui donnent la capacite d'un 
ellipsoide peuvent etre reduites dans le cas ou I'ellipsoide est de revo- 
lution et oil I'axe diminue de plus en plus, ce qui ambne le cas d'un 
plateau circulaire de rayon r. Elles donnent alors 






J'ai essaye, pour representor la capacite d'un cylindre ferme, la 
formule 



TT - / . n 

2L 



M) 



OU A' est une constante h determiner par experience. 

Celtc formule represente complelement les experiences pour A = 4*^. 
En etTet clle donne, comme capacit^s de cylindres de rayon r= 5*^, les 
valeurs suivantes : 

Pour h=: 5« C= 4,73 

Pour h = io'^ 0= 5,97 

Pour A = 20* C~ 7,99 

Pour A = 4o* C=: 11,23 

Pour A = 8o*= C=: 16,53 

qui sent justement, avec une approximation variant de ^ ^ yoo^ '^ 
moyenne des nombres donnas dans le tableau des experiences. 

L'accord est encore plus grand si Ton compare les resultats donnes 
par Texperience et par la formule pour des cylindres de rayon r= 2,95. 

Si Ton introduit dans la formule les logarithmes ordinaires au lieu 
des logarithmes neperiens, elle devient 

2r , o,2i7iA 

" log (4 + J) 
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Cette formule, bien entendu, ne doit pas dtre consid^rSe comme ay ant 
une valeur th^orique quelconque : c'est seulemeot une formule empi- 
rique qui peut donner la capacite d*un cylindre avec une approxima- 
tion qui est certainement comprise entre -^ et -^ , c'est-a-dire bien 
suffisante pour les besoins ordinaires de T^lectricite (*)* 

6. CapaciU d'un condenstueur a lame d'air. — La capacite d'un con- 
densateur h latne d'air, qu'il importait de* connaitre pour la suite de 
ce travail 9 a 6t6 d^terminSe par la mSme methode que toutes lescapacites 
prec^dentesy en mettant le condensateur en communication avec une 
pile, puis avec relectromfetre. 

Les deux plateaux circulaires ^taient disposes horizontalement, le 
plateau inferieur en communication permanente avec le sol, le plateau 
superieur suspendu par un mancbe isolant ^ un syst^me de poulies qui 
permettait de I'abaisser ou de le relever k volonte, tout en le laissant 
parfaitement horizontal. Pour amener les plateaux k des distances con- 
nues exactement, on se servait de trois petites cales en verre, dont 
r^paisseur avait ete mesur^e au spherometre, plac^es sur le platoau in- 
ferieur, et sur lesquelles venait s'appuyer le plateau superieur. Ces cales 
avaient une surface assez petite (^) pour qu'on n'eut pas k se preoc- 
cuper de leur presence et de leur pouvoir inducteur specifique. 

J'ai employe deux paires de plateaux provenant d'electroscopes con- 
densateurs; ils avaient respectivement pour rayons 

9% 1 5 61 4s 90. 

La marche de Texp^rience etait alors la suivante : les plateaux Stant 
en presence, et le plateau inferieur en communication avec le sol, on 
chargeait le collecteur avec la pile; puis on mettait ce meme collecteur 



(*) n est bonde remarquer que la constante4, qui figure sous le logarithme, n'a pas une 
valeur absolument d6finie. En effet, quand - est grand, elle devieut n^ligeable, et, mtoie 

pour - = I, ce qui est un des cas oi!i elle a le plus d'influence, elle peut encore varier de 

i^de sa valeur (de 3,8 k 4) sans que logf A-f- - j varie de plus de 7^. 
(') Les trois cales recouvraient au plus ^^ de la surface du plateau. 
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en relation avec relectromfetre. De la deviation d, observ^e on deduisait 
la capacity C du condensateur par la formule connue 



C = E 



3. 



i.-i^ 



II me semblc inutile de donner ici tons les nombres obtenus exp^ri- 
mentalement; je ne rapporterai que les moyennes. Les experiences 
elles-memes presentent entre elles le meme degre de concordance que 
celles qui ont ete citees plus haul, tout au long, sur les cylindres et les 
spheres. 



Plateaux r g, 


1 5. 


Plateaux r = 


-9»90- 


^paisseur d'air 


e 


Capacity 


M 


e 


c 


c. 


r 


C. 


w 


r 




mm 






mn 






o,8i4 


0,0089 


290,0 


i,8o3 


o,o368 


45,2 


i,io4 


o,oii4 


217,0 


2,781 


o,o568 


30,9 


i,8o3 


0,0197 


1 35,0 


3,543 


0,0723 


25,4 


2,781 


, o3o4 


92,8 


7,086 


o,i44 


4»9 


3,549 


, 0387 


73,8 


10,63 


0,217 


11,2 


7,086 


0,0774 


40,3 


12,54 


0,256 


10,0 


10, 63 


0,116 


29,0 








12,54 


0,137 


26,2 








24,21 


0,265 


18,7 









Les nombres sent representes tres-exactement par les formules 

e(C — 6,80) = 237,5, pour le premier condensateur, 
e(C — 3,90)— 76,2, pour le second. 

Comme 6,80 et 3,90 representent evidemment dans ces formules la 
capacite du collecteur seul, si Ton voulait avoir la force condensante 
pour une epaisseur donnee, il faudrait diviser la capacite correspon- 
dant k cette 6paisseur par 6,80 ou 3,90. On sail, en eifet, que la force 
condensante est le rapport des capacites du collecteur quand il fait 
partie du condensateur, puisqu'il est seul. 

Comme on le voit par les formules precedentes, la difference entre 
les capacites du collecteur, avec ou sans condensation, varie en raison 
inverse de la distance des deux plateaux, tant que cette distance reste 
inferieure ^ un quart de leur rayon, limite de mes experiences. Si la 

36. 
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distance est trfes-petite, la capacite du collecteur seul est n^gligeable 
devant ceile du mSme collecteur faisant partie du condensateur, et 
Ton retrouve cette loi connue que la force coi^ensante varie en raison 
inverse de I'^paisseur de la lame isolante. 

Pour ce probl^me, il n'a pas ete question d'influence. L'influence 
que peuvent exercer les corps ext^rieurs est effectivement negligeable 
devant celle du plateau du condensateur, surtout aux distances oil j'ai 
oper^. Le seul effet qu'cUe pourrait produire serait d'augmenter un peu 
la capacity du collecteur isole; les nombres 6,80 et 3,90 semblent, en 
effet, plus forts que ceux que donnerait la theorie, s'ils pouvaient etre 
consideres comme des disques circulaires sans <^paisseur. 

Depuisla redaction de ce travail, il a 6le public en Allemagne {*) 
un Memoire de Boltzmann Sur les conslantes didlectriques des corps 
isolants. L'auteur ^tudie la capacite ^lectrique d'un condensateur ^ 
plateaux de Eohlrausch, entre les plateaux duquel il interpose des 
lames isolantes de nature diverse. 

La methode de Boltzmann est k trfes-peu prbs la mSroe que celle que 
j'ai employee, puisqu'il sesert ^galement de I'clectrometre de Thomson. 
Les resultats de ce travail n'etant pas encore publics, j'ignore s'ils com- 
prendront la determination de la capacite du condensateur k lame 
d'air. Qu'il me suQise de rappeler ici que, d'aprbs mes experiences, la 
difference entre les capacites du plateau collecteur faisant partie du 
condensateur, puis isol^, varie trbs-exactement en raison inverse de la 
distance des deux plateaux, au moins tant que cette distance est plus 
petite que le quart du rayon des plateaux, distance maxima oil je 
me sois arrete. 

Une fois les capacites de Telectrom^tre, d'un cylindre et d*un con- 
densateur d^termin^es, il est facile d'appliquer ces resultats k T^tude 
de la pile. Ce sera, du reste, principalement une question de th^orie; 
quant aux experiences elles-memes, il suffira presque de citer les re- 
sultats, la methode experimentale etant la meme que dans tons les cas 
precedents. 



(M Boltzmann, Poggendorjps Annalen, t. CXI; 1874. 
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PH£N0M£NES toCTROSTATIQUES DANS LES PILES <). 



I. — Thiorie de Biot. 

La premibre tlieorie complete des ph^nomenes ^lectrostatiques dans 
les piles a ete donn^e par Biol (^). II partde ceUehypolhesc que, lorsquc 
deux lames de zinc et de cuivre sont en contact, c le zinc prend au 
cuivre un excbs d'^lectricit^ a, constant pour ces deux m^taut, soit 
qu'ils se trouvent dans I'^tat naturel ou non. > Malheureusement, 
tous ses calculs sont domin^s par une confusion resultant de ce qu'il n'a 
jamais fixe la veritable signification de cette lettre a. Tan lot elle semble 
repr^senter une density ^lectrique, tantdt une quantite d'^lectricitd. 
Quoi qu'il en soit, nous aliens resumer rapidement les raisonnements 
de Biot, en nous 6cartant le moins possible de ses propres termes. 

Pour ^tudier I'etat ^lectrique au sommet d'une pile, Biot se sert d'un 
condensateur dont la force condensante sera F. En mettant un couple 
de la pile en communication conductrice avec le plateau coUecteur seul, 
celui-ci prendra une charge E (quantity ou tension?) et le couple en 

possedera e. Nous poserons - = i. Supposons maintenant que Ton 

mette en communication avec le meme couple le collecteur faisant celte 

fois partie du condensateur. II prendra une certaine quantity d'elec- 

tricit^ libre E', tandis que le couple en poss6dera ef, et Ton aura tou- 

jours 

E' 

D*autre part, la quantite totale d'electricitc que possedera le condensa- 
teur sera 

FE' = FiV. 



(*) Ce travail a paru post6rieuroment k la pr6c6donte Th^se. 
n Biot, Traits de Physique, t. H, p. 478. 
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Gonnaissant done F, iet E'» on pourra eo deduire e'. 
II se presentc dans T^tude trois cas diffi§rents : 
I® Pile dont un des p61es communique avec le sol; 
2^ Pile dont les deux pdles sont et ont toujours et^ isol^s; 
3^ Pile dont un des pdles a &t& d'abord en communication avec le 
sol, puis isol^. 

i^ Pile dont unpdle communique wee le sot. — Supposons une pile 
a colonne form^e en empilant des disques de cuivre et de zinc, et des 
rondelles de drap imbibees d'eau pure ou sal^e. Le cuivre inferieur, 
communiquant avec le sol, sera k I'etat neutre; le premier zinc prendra 
un exc^s d'electricit^ a qu'il communiquera au premier drap et au 
deuxieme cuivre. Le deuxi^me zinc, .qui doit avoir sur le deuxieme 
cuivre un exc^s a, poss^dera alors 2a qu'il transmeltra au deuxieme 
drap et au troisi^me cuivre, et ainsi de suite. Enfin le n^^"^ zinc, le 
Ti^^'^^drap et le dernier cuivre, dont on recouvre le drap pour enrecueillir 
Telectricite, possederout un exces na. 

Si Ton met un condensateur en relation avec le p61e superieur, le 
condensateur lui enl^vera une certaine charge qu'il reprend aussitdtSi 
I'element inferieur, celui-ci au suivant, et ainsi de suite jusqu'au der- 
nier qui reprend tout au sol. L'^tat electrique de la pile n'est done pas 
change ; la dernifere pifece conserve une charge na, et le condensateur 
a pris une quantity d'electricite 

M. = Fiiia, 

proportionnelle au nombre d'^lements de la pile. 

2^ Pile completement isolde. — Si la pile est completement isolee, on 
trouve la loi de distribution en ecrivant que la difference de charge de 
deux elements consecutifs, zinc-cuivre, est egale a a, et que la somme 
totale des quantites d'electricit^ est nuUe. 

Si le dernier zinc, de rang n, possbde un excbs d'^lectricit6 libre x, 
les lames de zinc consecutives poss^dent des exc^s qui ferment la pro- 
gression arithm^tique 

X, x — a, X — 2a,..., X — (n — i)a, 
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dont la somme est 

n{n — 1) 

nx a. 

2 

La serie des mSmes quantit^s pour les lames de cuivre sera 

X — a, X — 2a, X — 3a,..., x — na^ 

dont la somme est 

11(11-4-1) _ 

nx a. • 

2 

La quantite totale d'electricit^ doit etre nuUe, ce qui donne 

2nx — nra=^0f ou «=-a. 

2 



Le zinc superieur possedera done un excfes d*electricite libre -i- — 



et le cuivre inferieur • 

2 



Pour X^p^^'^ piece de zinc en partant du sommet, la charge est 



X — (/> — i)a, ou (/n — i) 



a, 



qui sera nulle pour m = i -i- -i c'est-a-dire pour I'element du milieu. 
Supposons maintenant que Ton mette le condensateur en communi- 
cation avec Telement superieur. La charge de ce dernier, qui etait — ^ 
devient Xy et la charge totale de la pile est 

<p = 2110? — n'a; 

quant au collecteur, il possede un excbs d'electricite libre ix : done une 
quantity totale 

La charge totale du syst^me devant etre nulle, on aura 

Fi^t -f- 2/1* — /i'a== o. 



d'oii 



n^cL ^ -- Fin* a 

X = =r^ el Mi= =r^ 



Fi-4-2n Fi-f-2n 
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Mais, dans le cas do la pile dont un des pdles communiquait avec le sol* 
on avait 

done 

n 



M, = M, 



an -t- Fi 



Ghercbons maintenant le rang y de TelemeDt qui est deveou neutre. 
L'exc^s 4)6ctrique^de cet element est 

Pour r^lement neutre, on aura 

n^a , . ., , n* 

frv— — -- (/>--i a==o, dou p—i-^ i? ;_i.o„ ' 
ri-han l?i-haii 

Biot a calculi de memo ce qui se passerait si, au lieu de mettre le 
condensatcur en relation avec le dernier element de la pile, on lui fai- 
sait toucher un element de rang quelconque. Ce calcul se fait absolu- 
ment comme le pr^c^dent et ne presente rien d'int^ressant; nous nous 
dispenserons done de le rep^ter. 

3^ Pile dont un des pdles, d^ahord en communication avec le sol, est 
ensuite isole. — Dans ce cas, la charge au pole inf§rieur, d'abord en 
communication avec le sol, est nulle, et I'excbs dupdle sup6rieur est na. 

La charge que possede la pile est done 

Sur leszmcs rea-f-(/i — i)a -f . . . -h «= — ^ —^ 

a 

Sur les cuivres (n — i)a-f- (n— 2)a -f-. .-+- «= —--^ 

la charge totale est done 

a a 

Si Ton met le condensatcur en contact avec le pole restc isol^, celui-ci 
conserve un exc^s a?, et le condensateur prend 
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La charge sur la pile est, comme pr^cedemment, 

La charge totale doit etre ^gale k /i^a; on aura done 

Q -4- Mj = Fix -4- ^nx — n^a = ti*a, 
d'oii 

2/i*a .- 2Fi/i*a -, 

F14-2/1 Fi-+-a/i 

La charge du condensateur est double de cclle du cas precedent. 

Quant au rang de Telement devenu neulre, il est donne par I'equa- 
lion 

/ / \ 2/i'a , , . 

^r / 2/l-f-Fl '^ ' 

d'oil 

, 2n' 

On pourrait egalement calculcr M2 elp' pour le cas oil ce serait un 
element de rang m et non plus le dernier que Ton mettrait en commu- 
nication avec le condensateur. 

II. — Th6orie par le potentiel. 

L'id^e de la nouvelle theorie des phenomfenes ^lectrostatiques de la 
pile a ete puisee dans le Gours profess^ au College de France par 
M. Mascart(i873). C'est pour prononcer enlre cette theorie et celle de 
Biot que tout le present travail a ete entrepris. 

EUe repose sur les principes suivants, qui sont presque identiques a 
ceux d'ou etait parti Biot, avec cette difference que le sens parfaitement 
delini cette fois des mots quantite d' iUctriciti et potentiel rend toute 
confusion impossible. 

Au contact de deux substances h^terog^nes quelconques, solides ou 
liquides, il se produit une difference de potentiel, constante pour les 
deux memos substances, et qui ne depend ni de leur forme, ni de T^- 
tendue des surfaces en contact, ni de leur etat electrique ant^rieur; 
elle ne pent changer qu'avec la temperature. 

Gonsid^rons maintenant une pile formee des ^l^ments cuivre, zinc et 
drap mouille. D^signons par 771 la difference de potentiel due au con- 

Jnnales de VEcole Normale, a* S^rie, Tome HI. 87 
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tact zinc-cuivre, fx celle du contact zinc-drap mouill^, et jul' cuivre- 
drap mouille, ces nombrcs pouvant avoir des signes quelconques. Le 
potentiel du zinc inferieur etant i^, celui du drap mouille sera t'-f-fx, 
celui du cuivre, l^4-|x-^|x^ et enfin celui du zinc suivant, ^^-fx4-/l'^-/w. 
Le potentiel au sommet de ce nouvel element est done ('-h|x-i-|x'-+-m, 
celui de Telement precedent etant i^. Sans entrer dans le detail, et 
quels que soient les signes de |x, /x' et m, on voit done que la difference 
de potentiel aux deux extr6mites d'un element de pile est constante et 
pent etre representee par un nombre a = /n 4- /x -+- jul', qui ne depend 
que des substances en contact. Avec ce seul principe, et en appliquant 
les theoremes du potentiel, il est facile d'etablir la theorie de la pile 
dans les trois cas etudies plus haut : 

I® Pile dont un pdle communique avec le sol. — Dans le couple qui 
communique avec le sol, Textremite inferieure est au potentiel zero, 
Textremite superieure au potentiel a; celle du couple suivant aura le 
potentiel 2a, puisque la difference de potentiel aux deux extremitcs 
d'un couple est independante de son ^tat electrique. De meme, au 
sommet de la pile, au n^^"^^ couple, le potentiel sera na. 

Si Ton met un condensateur de capacity C en relation avec ce pole, 
il prendra le meme potentiel /la, puisque le potentiel est independant 
de la forme et des dimensions du pdle. La charge totale du condensa- 
teur sera done 

M. = Cna. 

2® Pile compUtement isolie. — La pile etant form6e de n couples, la 
difference de potentiel aux deux poles sera toujours na; mais tout est 
symetrique par rapport au milieu de la pile, de sorte que, pour des 
raisons analogues a celles qui ont et6 donnees dans la theorie de Biot, 

le potentiel a Tun des sommets sera 4- —5 et a Tautre, 

Supposons qu'on mette un corps de capacite C en communication 
avec un des poles; le potentiel diminue de v sur ce pole; mais il baissc 
en meme temps de la meme quantite sur toute la pile, car la difference 
de potentiel aux extremites d*un couple est constante et independante 
de la valeur absolue de ce potentiel. (Ce point sera plus tard demontre 
directement au moyen d'exp^riences faites par Peltier, sans aucune 
idee th^orique pr^conQue.) 
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On a done enleve partoutle memepolentiel, c*est-k-clire une couche 
en ^quilibre d'elle-meme. Or c'est la la seule propriety dont on se soil 
servi pour 6tablir les Equations de partage electrique entre des corps 
conducteurs. Au point de vue du partage electrique, la pile isolee se 
comporte done absolument comme un corps conducteur, malgr^ toute 
sa complexite(*). 

On conceit des lors qu'on puisse parler de la capacitd electrique d'une 
pile, bien que ce mot ne puisse plus se rapporter a la definition qu'on 
en a donnee en parlant des corps conducteurs. Pour ces derniers, en 
effet, la definition de la capacite resultait de celle du potentiel, et de 
ce fait que le potentiel etait constant dans tout Tinterieur du corps, 
ce qui n'a plus lieu pour la pile. 

Le mot capacitd d'une pile devra done etre compris comme represen- 
tant la capacite d'un corps conducteur semblable a la pile proposce, et 
de dimensions telles que, charge a un potentiel egal a celui du point 
louche sur la pile, il abandonne aux corps avec lesquels on le met en 
relation la meme quantite d'electricite que la pile elle-meme. 

Quant aux dimensions absolues de ce conducteur, du moment que 
I'equation de partage entre la pile et un corps conducteur s'etablit abso- 
lument comme pour deux corps conducteurs, on ne voita/?non aucune 
raison pour qu'elles soient differentes de celles de la pile elle-m6me. 
Ceci pourrait peut-etre etre demontre directement par le calcul; mais 
la verification experimentale s'est presentee d'elle-meme dans ce travail 
de la maniere suivante : 

Soient K la capacite de la pile, definie comme il vient d'etre dit; 
P celle du cylindre conducteur homogene qui aurait memos dimen- 
sions que la pile, et G la capacite du corps exterieur, avec lequel on 
les mettra en communication. 

Le potentiel au sommet de la pile isolee elant — » et baissant de v 

par suite du contact avec le corps C, ce dernier prend une charge M,, 
telle qu'on ait 



(') Voir les Comptcs rendus clcs Seances de l^ Academic des Sciences, s^nce du agjuin 

1874. 

37. 
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d'oii Ton d^duit 

na C .. na CK 

</ = — ;= — = el Ml = 



na 

2 



Si, d'autre part, on charge le cylindre conducteur de capacite P, et 

de memes dimensions que la pile, avec une source au potentiel 

puis qu'on le mette en communication avec le meme corps C que pre- 
c^demment, ce dernier prendra une charge M'l telle, qu'on ait 

d'oii 

Si Texperience donne M, = M\, il faudra en conclure que K — P, 
c*est-a-dire que la capacite d'une pile, telle qu'on Ta definie plus haul, 
est exprimee par le meme nombre que celle d'un cylindre homogene 
de memes dimensions. 

Or on trouve plus loin (p. 3o2) les deviations obtenues en mettant la 
pile en relation avec I'electrombtre, c'est-k-dire la charge M| de Telec- 
trometre. 

D'autre part, pour determiner la capacit6 d'un cylindre, on char- 
geait ce dernier avec loo 616ments, puis on le mettait en relation avec 
Telectrometre. De la deviation ainsi obtenue on deduit, par simple pro- 
portionnalite, celle qu'on aurait observee si Ton n'avait charge le cy- 
lindre qu'avec n 616ments, c'est-^-dire M\ . 

Or ces nombres, resultant d'exp^riences faites quelquefois k deux ou 
trois mois de distance, sont rigoureusement concordants, T^cart maxi- 
mum n'atteignant jamais —j- et rarement ^ de leur valeur. 

Dans tout ce qui suwra^ nous serons done en droit de prendre pour 



n 



( ' ) II faut ici n 6l^ments au lieu de - j car les nombres de la page 3o2 se rapportent au cas 
d'une pile d'abord en communication avec le sol; la charge serait albrs . 

CK 
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capacity de la pile le mime nombre que la capacite du cyUndre homogene 
de mimes dimensions. 

Ceci bien ^tabli, rcvenoDS au casqui nous occupe, celui de la pile 
completement isolee» de capacity K = P» en relation avec un corps C. 

Nous venous d'etablir que la charge que prend ce dernier est 

„ na CP 

Ml = -— - 77 



2 C-f-P' 

maisy pour la pile communiquant avec le sol, on avait 

Ht = naC> done M, = — 



2 P-hC 

Si Ton veut le rang de Telement devenu neulre, le potentiel ausom 
met est 



noL noc P 






2 P-hC 



"O 



le potentiel sur le/?'^"**^ element en descendant sera done 

na P , . 

VpTg~(''~'^«' 

ce qui donnera, pour rang de T^l^ment neutre» 

n P 

3^ Pile dont un des pdles a d'abord etc en communication avec le self 
puisisole. — Le pole inferieur, d'abord en communication avec le sol, 
a UD potentiel nul; celui du sommet est nu. Si on le fait communiquer 
avec un condensateur, le potentiel sur toute la pile baisse de v'; la pile 
perd done une quantite d'electricite P/. Le potentiel du sommet et 
du condensateur etant devenu na — v\ le condensateur a gagn6 une 
charge 

M, = C(na-(/) = P(/, 

d'oii 

^^^noL-p, s ^^ Mi = naii — 7s = 2Ht. 
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Le rang de I'^lement neutre sera donn^ par un raisonnemeDt ana- 
logue a celui du cas precedent; il sera 

P 



Le calcul serait tout aussi simple dans les trois cas si, au lieu de 
reunir le condensateur au dernier element, on lui faisait toucher un 
element d'ordre quelconque. 

Nous resumons dans le tableau suivant les formules obtenues par les 
deux methodes : 



Th^orib de Biot. 



Th^RIB du POTENTIBIo 



I® Pile dont un pdle communique avec le sol. 



Exces au sommet : 



net. 

Charge du condensateur : 
M, = Fi/ia. 

Exc6s au sommet : 

, not. 

Charge du condensateur : 



M, = M. 



n 



'^n-i-Vi 
Rang de T^l^ment neutre : 



Potentiel au sommet : 

noL, 

Charge du condensateur : 

M, = C/ia. 

a° Pile compldtement Isolde. 

Potentiel au sommet : 

net 

'A 

Charge du condensateur : 



/? = I -4- 



n' 



^n-hFi 



2 P^C 
Rang de I'^l^ment neutre : 



n 



/i = I -t- - 



2 P4 C 



£xc$s au sommet : 

noL. 

Charge du condensateur : 

a/i 



3° Pile en relation avcc le sol, puis Isolde, 

Exces au sommet : 



Mj = M- =r. = 2M,. 



Rang de T^l^ment neutre : 



/? = I -f- 



2/1' 
2/l-f-Fl 



/I a. 

Charge du condensateur : 

Rang de I'^I^ment neutre : 

P 

''^'■^-''pTc- 
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Ces deux series de formules ont de grandes analogies; elles sont ce- 
pendant incompatibles, au moins dans les deux derniers cas. En effet, 
elles ne deviendraient identiques que si Ton pouvait poser 

C _ ¥i 
P ""2/1' 

ce qui exigerait que la capacite de la pile fut proportionnelle au nombre 
des elements ou k sa hauteur : or nous avons vu que la capacite d'un 
cylindre est bien loin de jouir de cette propriete. De plus, dans la th6c- 
rie de Biot, la charge du condensateur et la position de T^lement 
neutre ne semblent pas dependre de la hauteur des Elements de la pile, 
pourvu que Telement terminal reste le meme. Dans la theorie du po- 
tentieU ^u contraire, la hauteur meme de la pile a une influence tres- 
grande, puisque c'est un des facteurs de la capacity. 

Les deux theories ne sont d'accord que dans un cas, celui de la pile 
en communication permanente avec le sol. C'est justement le seul cas 
que Ton aitverifie experimenlalement. Pour les autres cas, comme les 
signes electroscopiques que Ton avait tires de la pile completement 
isolee avaient toujours ete tr^s-faibles, aucune experience n'avait 6te 
tentee, et Ton avait simplement remarque que les quantit^s d'electri- 
cite obtenues paraissaient plus faibles que ce qu'indiquaient les for- 
mules de Biot. 

III. — Etude exp4rimentale . 

Le premier fait a verifier est que la difference de potentiel aux deux 
extremites d'un couple est constante et ind^pendante de I'etal elec- 
trique du couple. Gela est d^montre par cette consequence, que dans 
une pile le potentiel au sommet est proportionnel au nombre des ele- 
ments. Cependant on trouve dans des experiences de Peltier (*) une 
demonstration directe de ce fait. Cette demonstration est d'autant plus 
remarquable que Peltier n'a eu aucune idee de la signification vraie 
de ses experiences et du calcul qui leur est applicable (^). 

(' ) Notice sur la vie et les travaux de Peltier y p. 94. 

(') Cette interpretation des experiences de Peltier est due ^ M. Mascart. 
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li prenait un ^l^ment de pile, par exemple de pile sfeche, port^ par 
des supports isolants, et dont les deux poles cominuniquaient avec les 
deux plateaux d'un condensateur C. Le plateau sup^rieur pouvait, en 
outre, elremis en relation avec un electrom^tre. Apres dix secondes de 
contact, on rompt les communications, et on mesure la charge du col- 
lecteur A. Puis onramene le plateau condensateur B k I'etat neutre, et 
Ton remet tout en place, en laissant au plateau A la charge qu'il pos- 
sede.Rompant de nouveau les communications, on obtient pour A une 
nouvelle charge plus forte que la premiere, et ainsi de suite. 

Soit Q la charge que prend A dans le premier contact; au second 
contact, cette charge se distribue sur tout I'appareil, et A n'en con- 
serve que mQ, m 6tant un nombre plus petit que I'unite. Si la diffe- 
rence de potentiel est independante de I'etat ^lectrique du corps, A 
prendra dans le second contact une nouvelle charge Q; il possedera 
done 

apr^s trois contacts, 

0, =m (mQ H- Q) -h Q = 0(1 -4-/W 4- m»), 

et apres n contacts, 

I — IW" 

Les forces dans T^lectrombtre de Peltier etaient proportionnelles au 
carre de la charge, on avait done 

VF« ~ V * o\x Jhn = const. 

Les experiences ont ^t^ faites par Peltier, mais sans aucune idee 
th^orique; il donne seulement les resultats numeriques sans en d^duire 
de consequences. Ges resultats forment les trois premieres colonnes du 
tableau ci-apres; la derniere donne la comparaison des experiences 
avec le calcul en prenant m — o,8i. 
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Nombre 




Force 




Nombre 




Force 




de 




correspon- 




de ' 




correspon- 




eontacU 




dtnte 


V^^I^. 


contacts 




dante 




n. 


Ddriation. 


F. 


n. 


D4?Ution. 


F. 


I 




6,5 


6,5 


2,55 


8 


28*, 2 


87,4 


2,17 


a 


I2yO 


«5,4 


• 2,16 


9 


29*2 


94»6 


2,17 


3 


i6,o 


28,5 


2,16 


10 


3o,o 


101,0 


2,17 


4 


»9»5 


4i,o 


2,l3 


II 


3o,7 


106,6 


2,18 


5 


22,5 


53,75 


2,4 


12 


3f,3 


III ,6 


2,17 


6 


25yO 


66,5 


2,16 


i3 


3i,6 


114,3 


2,16 


7 


27,0 


79>o 


a»i9 











C'est un fait extrdmement remarquable qu'un tel accord entre des 
experiences et une th^orie qui leur est de beaucoup post^rieure. 

I. Pile dont unpdle communique avec lesoL — Le seul fait k veri- 
fier dans ce cas est que le potentiel au pole isole de la pile et la charge 
qu'y prend un condensateur sont proportionnels au nombre des ele- 
ments et independants de leurs dimensions. 

La premiere verification a dA etre faite par Coulomb. Biot {*) dit en 
efiet qu'il a oui dire k Coulomb qu'il avait verifie cette loi, et qu'elle 
lui avait paru exacte; mais il n*a ^te conserve aucune trace de ces ex- 
periences. 

Les premieres experiences ont reellement ete faites par Biot (*); il 
se servait d'un condensateur et de la balance de Coulomb et a etabli les 
points suivants : 

i^ La charge au sommet est independante de la dimension des ele- 
ments. — Trois piles de vingt couples dont les disques avaient respec- 
tivement pour surfaces i» 3,i et i53,2 ont donne des charges dans le 
rapport de 1,07, 1 et i. 

2^ La charge est independante de Vitendue des surfaces en contact. 
— Deux piles, dans lesquelles Tetendue des parties humides des ron- 
delles de drap etait comme i et 9, ont donne des charges dans le rap- 
port de I k If 09. 

On ne trouve dans Biot aucune trace de mesures indiquant la pro- 
portionnalite de la charge au nombre des elements. 



(') Biot, Traite de Physique, p. 480 et 8uiv.|(i8i6). 
(') Loco citato, 

AnnaUs de VAcole Normede, a* S^rie. Tome HI* 
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Peltier (*) a mesur^ la tension (potentiel) au sommet d'une pile, 
au moyen de dix couples en couronne, isol6s sur un gateau de r6sine. II 
mettait les deux poles en communication avec les deux plateaux d'un 
condensateur dont il mesurait la charge, soit avec la balance de tor- 
sion, soit avec son electrom^tre. II a donn^ les nombres suivants : 



Nombre 


Force 




Nombre 




Force 




d'^ld- 


correspon- 




d'61d- 




corretpon- 




ments 


dante 


F 


menU 




dante 


F 


n. Ddrlation. 


F. 


it« 


n. 


DiTtotton. 


F. 


«• 




1 12, 


i5,6 


i5,6 


6 


64% 


536 


«4f9 


a 24,5 


61,0 


l5,2 


7 


73,0 


734 


i5,o 


3 35,0 


144,0 


16,0 


8 


83 ,0 


1044 


16,3 


4 45,0 


253,0 


i5,8 


9 


93,0 


1349 


16,6 


5 55,5 


393,0 


i5,7 


10 


io3,o 


1594 


«5,9 



Le quotient — ^tant constant, Peltier en concluait que la tension au 

sommet ^tait proportiounelle au nombre des couples. Mais ces expe- 
riences, donn^es depuis[comme contradictoires avec laloi, en sontrSel- 
lement une excellente verification. En effet, pour graduer son electro- 
m^tre, Peltier le mettait en relation avec une balance de torsion dont 
les deux boules ^taient r^unies par un fil de platine et de Tacide sul- 
furique, et ramen^es par torsion du micrometre k une distance 
constante. Dans ces conditions, les deux boules elant en communication 
m^tallique, la force est proportionnelle au carr^ de la charge. La 
charge du condensateur est doncbien proportionnelle au nombre d'61e- 
ments de pile employes k le charger. 

P^clet ('), s'appuyant sur la proportionnalit^ prdsumie, s'en est 
servi pour graduer son Electroscope. En operant sur des El^mente zinc- 
fer et peau de chamois humide, il a trouv6 les nombres suivants : 



fl 





n 


n 


» 




t 

n 


1 


7 


7.0 


4 


ag 


7,a5 


2 


i5 


7.5 


5 


39 


7.8 


3 


21 


7.0 


6 


So 


8,3 



( * ) PBLTiEa, ioc. cit., p. go. 

( ' ) Pto.BT| Annales de Chimie et de Physique^ t. U ; 1841 . 
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Mais» comme i1 avait ^galement gradue son ^lectrom^tre par une 
autre methode (avec le condensateur multiplicateur), les nombres cit^s 
plus haut peuvent etre consider^s comme une nouvelle verification de 
la loi. 

Depuisi Eohlrausch (*) et Hankel (') out suppose la loi de Biot de- 
montr^e, et Font employee pour graduer leurs electromfetres. 

Enfin, tout recemment, M. Branly (') a repris cette question. II se 
servait d'une balance de torsion k miroir, dont les deux boules etaient 
en communication metallique; les indications de Tappareil 6taient done 
proportionnelles au carre de la charge. J'extrais de son travail les 
nombres suivants : 



Nombre 
n 


Distance angulaire 
des deax boales. 

, „ 


Torsion. 




Carrd 
de la charge 

9' 


f 

n 


O 


7.01.20 









lOO 


7.35.46 


533 


9,354 


3,o58 


200 


7.48.8 


2016 


37,5 


3,061 


25o 


7.56.14 


2988 


57,53 


3,o34 



Avant de me servir moi-meme de cette propriety pour graduer mon 
electrometre, je Tai verifiee avec mon electrometre memo, en me main- 
tenant dans des deviations assez petites pour que la proportionnalite dc 
la charge a la deviation fut certaine. 

J'ai ainsi obtenu les nombres suivants : 



n 


i 


£ 
n 


• 

n 


i 


£ 

n 


10 


1,8 


1,80 


60 


11,2 


t,86 


20 


3.7 


1,85 


70 


i3,o 


1,85 


3o 


5,5 


1,83 


80 


14,8 


1,85 


40 


7.4 


1,85 


90 


16,7 


1,85 


So 


9.3 


1,86 


too 


18,5 


1,85 



L'ensemble de toutes les experiences v^rifie done k la fois les deux 
theories pour ce premier cas. 

(') KoHLRAUScn, PoggendorJSTs Annalen^ t. LXXXII; i85i. 

(*) Hankel, PoggendorfjTs Annalen, t. CXV; 1862. 

(*) Annates de V£cole Normale superieure, a* s^rie, t. U, p. 6o3. 

38. 
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11. PUe complitement Isolde. — Aucune exp^riencet k ma connais- 
sance, n'a 6te faite sur des piles compl^tement Isoldes. Les rechercbes 
peuvent porter 8ur deux points : i^ charge d'un condensateur; a^ re- 
chercbes de r^Iement neutre» et elles devraient etre faites sur une pile 
ayanl toujours ete isolee^ et sur une pile d'abord en communication avec 
le soU puis isolee; mais il est presque impossible d'op^rer avec une pile 
completement isolee : pour la monter, il faut toucher les ^l^mentSt c*est- 
a-dire les mettre en communication avec le sol. II faut alors un temps 
considerable pour etre sAr que la deperdition a ramen^ la distribution 
k ce qu'elle devrait etre si la pile avait toujours et6 isolee. Enfin, dfes 
que la pile a servi une fois, sa distribution electrique a changS* et Ton 
ne pent plus, de longtemps, faire une seconde experience. On pourrait 
encore, au lieu d'attendre que la deperdition ait ramen^ sur la pile une 
distribution normale, mettre un instant le milieu de la pile en commu- 
nication avec le sol; mais cela supposerait, dans les deux moities de la 
pile, une identite sur laquelle il est impossible de compter. Je n'ai done 
op^re, generalementt que sur des piles d'abord en communication avec 
le sol, puis isol^es, en determinant la charge qu'elles donnent un instant 
apr^s leur isolement, soit a un condensateur, soit directement k I'eiec- 
trom^tre. 

J'ai cependant v^rifie que la pile, completement isolee, donne une 
charge deux fois moindre que la pile qui a ete un instant en commu- 
nication avec le sol. La pile, ayantete montee pendant une demi-journee, 
a donne a Teiectrometre une charge representee par une deviation 
de 5,1. La mSme pile, un insfant apres, a ete mise en communication 
avec le sol parson pole inferieur, puis isolee; le pole superieur a donne 
une deviation 10,49 quantite double de la precedente, ainsi que le veu- 
lent les deux theories exposees plus haut. 

La pile qui m'a servi est une pile a colonne deyolta,!dont les disques 
avaient ^SqS de rayon; les disques de drap ou de papier a filtre 
etaient imbibes d'eau filtree ordinaire. La pile reposait surtrois pieds 
de verre, vernis k la gomme laque, et termines par trois petites tiges 
de cire d'Espagne. Un des poles de la pile etait en communication per- 
manente avec le sol, afin d'avoir toujours une distribution bien con- 
stante ; on ne rompait la communication qu'au moment meme de faire 
Texperience, qui eonsistait k mettre I'autre pole en communication 
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lointaine, par un fil tr^s-fiD, soil avec le condensateur, soil avec I'^lec- 
tromfetre meme. Si Ton se servait du condensateur, on en determinait 
ensuite la charge en le mettant en communication lointaine avec T^lec- 
trometre, et en appliquant la rfegle des partages ^lectriques. 

D'aprfes la th^orie de Biot, la quantit^ d'^lectricit6 que la pile isolec 
pent donner k un condensateur ou a Telectrometre varie avec les di- 
mensions du dernier element de la pile» mais est ind^pendanle, par 
exemple, de la hauteur totale de la pile, de Tepaisseur des disques de 
drap. II n'en est plus de mSme dans la th^orie du potentielt ou cette 
epaisseur change la hauteur totale de la pile, et, par suite, sa ca* 
pacit^. 

Les experiences ont ete faites avec une pile de 4o elements, montee 
d'abord avec des rondelles de drap, ce qui donnait k la pile une hauteur 
de 24^,9, puis avec des rondelles de papier k filtre, ce qui reduisait la 
hauteur k 21^,^. Dans les deux cas, la pile non Isolde donnait la meme 
deviation (7ifO) k Telectrometre ; en relation un instant avec le sol. 
puis isolee, la premiere a donne une deviation de 10, 35, la seconde 
de 9,35. 

Au point de vue qualitatif, cette experience seule sufBt pour decider 
entre les deux theories. 

Une comparaison exacte a &ie faite des resullats donnas par Texpe- 
rience avec ceux dela theorie du potentiel. On a fait varier autant que 
possible la capacity de la pile, soit en remplagant les rondelles de drap 
par du papier, soit, au contraire, en superposant plusieurs disques de 
cuivre a un meme disque de zinc, de fagon k augmenter beaucoup la 
hauteur de la pile sans changer le nombre des elements. On observait 
la deviation obtenue, soit en mettant cette pile directement en relation 
avec I'electrometre, soit en s*en servant pour charger un condensateur, 
et determinant la charge de celui-ci. Gonnaissant les capacit^s de Telec- 
trometre, de la pile et du condensateur, on pouvait calculer la valeur 
de cette meme deviation, au moyen des formules ^tablies plus haut, et 
dans lesquelles tons les elements sont connus, et comparer ainsi Texpc- 
rience k la theorie. 

Parmi loutes les experiences, il me suffira de citer les suivantes : 



3o^ 
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I® Pile en relation directe avcc I'Hectrom^tre. 









Pile 


Pile 






Nombre 






non isolee. 


Isolde. 


Rapport^ 


d'il^menls 


Hauteur 


Capacity 


DeTiation 


DeTiation 




■ 


n. 


h. 


P. 


*•• 


^.. 


obserr^. 


calcule. 


lO 


em 

6,i5 


3,57 


i5,o 


1.3 


II ,5 


12,7 


20 


12,45 


4.83 


35,5 


3,8 


9,35 


9,60 


3o 


18,90 


5,89 


53,5 


6,6 


8,11 


8,06 


40 


ai,4o 


6,27 


71,0 


9.35 


7.60 


7.60 


40 


24.90 


6,82 


71,0 


10,35 


6,90 


7,12 


40 


25,0 


6,84 


75,0 


10,35 


iM 


7,08 


60 


38,4 


8,60 


112,5 


19.0 


5.92 


5,80 



2^ Pile en relation avec un condemateur. 



Condensateur. 


Pi 


le. 




Pile 


Pile 






Rayon 


^paiBseur 
d'air 


Mombro 
d'^ld- 
ments 


Hauteur 


Capacito 


non Isolde. 
Deviation 


Isolde. 
DdTiation 


Rappon 


1. 


r. 


e 


/I. 


h. 


P. 


<^.. 


'.. 


observe. 


calculd. 


4.90 


mm 
3,543 


20 


cm 
12,8 


4.89 


43,2 


2,6 


16,6 


16,1 


» 


» 


20 


20,0 


6,07 


» 


3,3 


14,0 


l3,5 


A 





20 


3o,o 


7,60 


» 


3,9 


U,I 


11,3 


4.90 


10,629 


20 


12,8- 


4.89 


4i.3 


2,70 


i5,5 


i5,84 


]> 


7,086 


D 


» 


» 


» 


2,75 


i5,i 


i5,6 


» 


3,543 


I) 





1) 





2,65 


i5,6 


16,1 


4.90 


10,63 


40 


24.7 


6,80 


82,2 


6,6 


12,4 


12,96 


» 


7,086 


» 


D 


u 


D 


6,6 


12,4 


12,60 


» 


3,543 


1) 





1) 


Jt) 


6,8 


12,0 


12,37 


9>»5 


i,8o3 


40 


25,0 


6,84 


75,0 


2.9 


25,9 


25,02 


9 


3,543 


D 


J) 


» 


» 


4.3 


17,5 


18,06 


» 


7,086 


D 


» 


JO 


» 


5,2 


14.4 


>3,97 


D 


24,21 


D 


» 


D 


D 


6,1 


12,3 


12, i5 


9,i5 


i,8o3 


60 


38,6 


8,65 


112,5 


5,4 


20,8 


20,04 


» 


3,543 


. 


» 


1) 


D 


7.5 


i5,o 


i4,58 


p 


7,086 


D 


» 


)J 


2) 


9.5 


11,8 


11,46 





24,21 


1) 


» 


2> 


» 


II ,0 


10,2 


10,21 
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Malgr^ les determinations de toutes sortes qu'il a fallu faire pour 
calculer ^2 (determination de la capacity de T^Iectrometre, de la pile, 
du condensateur), Taccordentre la theorie et les experiences est aussi 
complet que possible, puisque la plus grande erreur relative est 

On voit qu'il serait inexact de dire que les signes electroscopiques 
que donne la pile isol^e sont trfes-faibles : dans quelques-unes des expe- 
riences ci-dessuSt la dl^viation donn^e par la pile compl^tement isolee 
a atteint le ^ et le ^ de celle de la pile communiquant avec le sol. Elle 
serait la moiti6 si Ton construisait une pile de dimensions telles, que 
sa capacite f&t egale k celle de T^lectrom^tre ; au moyen de la formule 
qui donne la capacite d'un cylindre, il serait facile de determiner a 
priori ces dimensions. 

2? Recherche de Viliment neutre. — Pour rechercher la position de 
Telement neutre, on faisait communiquer un instant le pdle infSrieur 
avec le sol; puis, imm^diatement apr^s, on r^unissaitle pdle superieur 
avec un condensateur. On touchait alors, avec le fil de Telectrom^tre, 
un element de rang determine. On observait alors, en g^n^ral, une de- 
viation. On recommengait de la meme fagon, jusqu'k ce qu'on fut arriv^ 
^ un element qui ne donnat pas de deviation k I*eiectromMre, ou que 
les deviations donnees par deux elements consecutifs fussent de signes 
contraires. La seule precaution k prendre etait, avant chaque essai, de 
remettre un instant la pile en communication avec le sol, pour retablir 
la distribution normale. 

Les experiences ont ete faites successivement avec les deux conden- 
sateurs, et ont donne les resultats suivants : 

1° Condensateur de rayon r = 4>9« 



^paiBseur d'air 
e. 


Capacity 

da 

condensateur 

C. 


Nombre 

d'^l^mento 

n. 


Hauteur 
h. 


Capacity 

de la pile 

P. 


Rang 
de r^l^ment neutre 

observe. caleaM 


mm 
3,543 

7,086 


24^50 
10, 40 


20 

D 


cm 
12,8 


4,89 




5 
6 


4.33 
7.4 


10,629 
3,543 
7,086 


9,o5 
24, 5o 

io,4<> 


4*> 


24>7 


6,80 


7 
II 

i5-i6 


8,0 

9.7 
16,8 


10,629 


9,o5 


1) 


D 


D 


'7 


18,1 
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Condemateur de rayon r=9|i5. 



^paiaseur d'air 


Gapadt^ 
da 
condonsateur 
G. 


Nombre 

d'^ldmonts 

/I. 


Hauteur 
A 


Gapacit^ 

de la pile 

P. 


Rang 
de l'61ement nentre 

obaerr^. calculd. 


i",'8o3 

3,543 
7,086 


120,0 

70*9 
39,8 


40 

f) 


25,0 

1) 


6,82 

» , 


3 
s 

6 


3,i5 
4.5i 
6,85 


24, «I 


21,2 


» 


» 


D 


11 


10,8 


i,8o3 

3,543 
7,086 


120,0 

70.9 
39,8 


60 

f) 
1) 


38,6 



8,65 


5 
8 

12 


5,o3 
7,5a 
11,7 


24,21 


21,2 


1) 


» 


j> 


19-20 


18,4 



L*accord est eacorc aussi complet qu*il est possible pour des deter- 
minatioDS aussi corapliqu^es. 

J'esp^re que ces experiences paraitront une verification suffisante de 
la theorie du potentiel, et je serais heureux si elles pouvaient contri- 
buer, pour leur faible part, k repandre une theorie qui a pour elle 
l*avantage de Texactitude et de la simplicity. 

Qu*il me soit permis, en terminant, d'adresser tous mes remerci- 
ments k mon maitre, M. Mascart, sous Tinspiration de qui ce travail a 
ktk entrepris, et dont les bienveillants conseils ne m'ont jamais fait 
defaut. 



SUR QUELQUES QUESTIONS 

QUI D^ENDENT 

DBS DIFFMENCES FMES OU MLEES , 

Par M. ISoouARD COMBESCURE, 

PH0PBS8EUR A LA FAGULT^ DES SCIENCES DE HONTPBLLIBR. 



On salt qu'Euler a r^solu, par des considerations diverses, plusieurs 
problfemes de Geometric oil il s'agit de d^ternoiner uoe courbe plane 
d*apres certaines relations qui sont donnees entre des points successifs 
de cette courbe et d'autres points situes a distance finie des premiers. 
Dans un important Memoire, insure au tome I du Recueil des Savants 
Strangers, Biot a repris quelques-uns de cesproblemes et les a rattach^s 
a unemethode r^guliere de calcul. Poisson est revenu, k son tour {Jour- 
nal de VEcole Poly technique y i3^ cabier, p. i4i)» sur Tun de ces mSmes 
problemesy enintroduisant, conform^ment kune indication generate de 
h^^\^Q,Q [Memoires de V Acaddmie des Sciences, ann^e 1779)9 une variable 
auxiliaire dont la difference premiere est constante, substitution qui a, 
en particulier, pour avantage de permettre Tinversion des differen- 
tiations finie el infiniment petite. Dans le tome IX, i'*' serie, du Journal 
de Idouville, M. Puiseux a resolu completement le problfeme qui a pour 
objet la determination des courbes planes semblables k leurs d^veloppees 
correspondantes de Tordre n. Le tome XI, 2^ s^rie, du mSme Journal 
renferme une solution particulifere d'une question analogue, ou la d^ 
veloppee est remplacee par la premiere podaire. Enfin on trouve d^autres 
interessants probl^mes du meme genre dans Texcellent Traiti des diffi- 
rences finies de M. G. Boole. 

Les differentes questions de Geometric trait6es jusqu'ici par les 
geometres, et dont la solution depend du calcul des differences finies 
ou mSl^es, ont ^t^ uniquement emprunt^es (autant du moins qu'il m'ait 
^t^ possible de m'en convaincre) a la Geom^trie plane. Quand on veut 

AnnaUt de I'icole I/or male. 3* S^rie. Tome UI. Sg 
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passer aux trois dimensions, on se trouve en presence de difficult^s, 
la plupart du temps insurmontables, eu 6gard k F^tat actuel de I'Analyse. 
J'ai r^solu quelques-uns de ces nouveaux problemes, relativement sim- 
ples, lis ODt trait principalement k la determination des courbes gauches, 
d'apres diverses conditions de similitude, et k une certaine extension 
de la th^orie au cas de plusieurs variables independantes. 

Le premier paragraphe renferme quelques considerations generales 
en vue de ce dernier objet. Elles ne me paraissent nullement ressortir, 
comme pour le cas d'une seule variable, de ce que dit Laplace dans le 
M^moire cit6 ou dans son grand Ouvrage sur les probabilites. Tajoute, 
dans le § II, quelques remarques, qui n'ont peut-etre pas 6te faites, sur 
divers points de la theorie, et particuli^rement sur I'int^gration d'une 
certaine classe d'^quations lineaires aux differences mSlees. La ques- 
tion r^solue au § III est, je crois, nouvelle. Quoiqu'elle ne depende que 
des differences finies et ne pr^sente pas de dif&cultes analytiques pro- 
prement dites, il m'a paru qu'elle pouvait offrir quelque inter^t g^ome- 
trique. Dans le § lY, je reprends une question relative aux podaires, 
dans la solution generale de laquelle s'introduisent definitivement deux 
functions arbitraires periodiques. 11 faut, sans doute, attribuer au rejet 
d*une function arbitraire, dans le cours de son elegante analyse, la so- 
lution si restreinte trouvee par M. Baton de la Goupilliere dans le Recueii 
cit6. Le §y est consacre k la solution d'un probleme de Geometric, que 
je crois encore nouveau. Sa solution complete est ramenee a Tintegra- 
tion d'une Equation lineaire, aux differences mSl^es, que Ton pent faire 
rentrer dans la classe de celles dont il est question au § IL Enfin je m'oc- 
cupe, dans le § YI, d'une extension analytique, qui ne parait pas sans 
int^ret, d'un c^lfebre problfeme d'Euler relatif aux courbes planes et 
auquel il a ^te precedemment fait allusion. Ce dernier paragraphe fournit 
une application des considerations, n^cessairement un peu vagues, de- 
veloppees au n^ 4 du § I, et dont il pent, en consequence, 6tre consi- 
dere comme le complement naturel. 

§ I. — Remarques analytiques. 

1. Soit/(a?i, ^s,.*M a;„) une fonction de plusieurs variables indepen- 
dantes o^i, o^s,..., a;„. Si Ton donne a ces variables des accroissemenls 
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finis quelconques Ad?,, Aj^s,...* Aa?„, consider^ comme ind^pendants, 
et que I'on designe par A,/, A,/,... les accroissements partiels et cor- 
respondants de/, de sorte que 

Ajy =y ( JTi, ^j -f- AXsy JTj, » . , f Xm) — J\^\f ^»> ^»> • • •> ^ii)» 
••• 

raccroissement total ou la difference totale, que je designerai simple* 
ment par A/*, et dont Texpression immediate est 

pourra etre represente par la formule symbolique 

(a) /if= [(I -f- A.)(i + A,). . .(I 4- A„) - il/, 

ainsi que cela r^sulte, par exemple, d'une formule do Laplace {Thdorie 
analytique des probability, p. 7/1). Mais on peut voir ceci plus simple- 
ment, si Ton veut, de la maniere suivante. Si Ton suppose la formule 
vraie pour le cas de n variables ind^pendantes, et que Ton vienne k in- 
troduire une nouvclle variable independante a?;,^,, on aura, d'aprbs la 
definition meme de Taccroissement total A/*, 

^n+^ A/-+- ^f=if{xi -4- Ajt,, Xi -f- Ar„ . . . , jr„ -f- Ajr„, x^+i 4- ^x^^ ) 

ce que Ton peut ^crire, en designant par ^'/ le nouvel accroissement 

totaU 

A^.A/-+.A/=Ay-A^./, 

d'ou 

A7=A.^.(A/4-/) + A/, 

et| rempla^ant Vpar la forme symbolique (a) qu'on suppose avoir lieu, 
il vient 

A'/=.A«^.[(n-A.)(i-t-A0...(i+A.)]/4-[(n-A.)(i-HA,)...(n-A«)]/~/, 

c'est-a-dire 

A'/'= [(i 4- A,){i + A,). . .(i + A^,) - 1]/. 

39« 
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De la formule (a) rSsulte, pour la difference totale, d'ordre/i, 

A^/= [(I -f. A.) (I -f- A,). . .(1 -f- A«) - i]^/- 

2. Lorsque les accroissements Ao^i, Aj?a»..., t^x^ sont coDslantSy au- 

quel cas on pent leur attribuer une valeur commune ^gale ^ Tunite, 

Tequation 

^f=o 

est, d'aprfesla formule (a)t une Equation lin^aire aux differences finies 
partiellesy de I'ordre n et a coefficients constants. On pourrait done Tin- 
tegrer par les methodes connues; mais il est evident que Tintegrale 
vraiment g^nerale de cette equation particuliere est une consequence 
immediate de la defiDition de la difference totale. Toute fonction/des 
n variables independantes o^i, a;,,..., x„ pent etre regardee, en effet, 
comme une fonction de Tune de ces variables, x^ par exemple, et des 
differences 

^a = Xi — X\f qj = Xi — Xif . • . y Cm ^^^ Xn Xxy 

de sorte que, en posant 

I'equation 

A/=o 

revient k 

equation qui montre que 9 est une fonction arbitraire de x^^ Is*..., §«» 
assujettie seulement a la condition d'etre periodique par rapport ^^|, 
quelles que soient ^at Ism-** Hn- Telle est la forme la plus generale, et 
en meme temps la plus simple de I'int^grale de I'equation propos6e. 
Mais rien n'empeche, si on le juge a propos, de faire figurer dans f toutes 
les differences deux a deux des variables et, en outre, a?,, a;,*..., ^n, 
pourvu que ces derniferes variables y entrent separement sous forme pe- 
riodique. 

On pent remarquer, k ce moment, que, lorsqu'on a h former I'accrois- 
sement total A'/, d'ordre /?, si Ton substitue prealablement les va- 
riables Xt = tf §2fM ^n aux variables primitives x^^ a72«...« x„, il n'y 
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aura, dans la transform^e 9 de/, qu'k 8*occuper de la seule variabilite 
de if k cause de la relation evidente 

11 suit de la que Tint^grale g^nerale de T^qualion 
peut etre representee par 

/= j:^"' 9, -h aHJ"*9, --h ... -4- a:, 9^-, -I- 9^, 

fi» 92>**-» <p,tetant des fonctions de la nature de la fonction 9^ definie 
un peu plus haut a propos de Tintegrale de Tequation £k/= o. 

3. Lorsque les diflerences Ao?,, Zio;,*...* Aa?^ sont des fonctions don- 
nees quelconques des variables elles-memes ;r « , x^,..., x„, on peut, 
comme generalisation de Tindication de Laplace pour le cas d'une seule 
variable independante, substituer a ces variables a?,, 0^2,..., ^/i d'autres 
variables, pareillement independantes, telles que les accroissements A^i , 
Hx^y . . . , ^n soient produits simultanement par Taccroissement, egal k i , 
d'une seule des variables introduites. Si Ton designe, en effet, par / 
cetle variable particuliere, et par t^i (a?, , 0^2 , . . . , a?^) , ty^ (a?< , a?2, • . . , a7„) , . . . 
les expressions donnees de ^x^ , Aa;29 ...» on peut poser le systbme d'^qua- 
tions aux differences finies ordinaires 

dans lequel Ht^i marque Taccroissement de a?/, qui repond a Taccrois- 
sement A/ = i de la nouvelle variable independante /, la seule jusqu'ici 
introduite. Or, en se plagant a un point de vue tout a fait g^n^ral, on 
sait qu'un pareil systeme comporte un systeme integral forme de n Equa- 
tions finies entre x^, 072,..., x„, i et n constantes arbitraires indepen- 
dantesaf, aa,..., a„. En rempla<;ant ces constantes par des fonctions 
determinees et distinctes de {n — i) variables arbitraires /a* ^3f>» in* 
on tirera du systeme integral des expressions de la forme 

et ce seront precisEment la les formules requises pour le changement 



3fO SUR QUELQUES QUESTIONS 

des variables independantes, les nouvelles variables independantes 

II n'est peut-etrepas inutile de rappeler que rexistenced'uDsyst^me 
integral renfermant n constantes arbitraires, invoquee ci-dessus, est 
fondee sur la consideration connue que voici : si Ton pose 

les F ^lant des fonctions donnees quelconques, independantes entre 
elles, des variables/, a?i, x^.^.-f^n, et de n constantes arbitrairesai, 
a,,..., a„, et que Ton represente par * 

F, = o, F, = o, . . . , F„ = o 

ce que deviennent ces Equations lorsqu'on y ^crit < + 1 au lieu de I et 
en meme temps x^ + Ax^^ a?, + Ao;,, ...» x„ + iiXn au lieu de x^ , 
a?2».*.» ^/i respectivementy puis qu'on ^limine a«, a2,.>.f a„ entre ces 
deux groupes d'equations, on obtiendra n Equations resultantes, d'oii 
Ton pourra deduire pour A^rr,, A^a^s^...! ^t^n des expressions en i, 
Xi, a72».-M ^419 lesquelles pourront coincider avec n fonctions donnees 
quelconques de ces /i +i variables, k cause dela presentee des n fonc- 
tions aussi quelconques F|, F2,..., F^, introduites dans 1e calcul. 

Pour revenir k la question qui fait I'objet special du present nu- 
meroy on pent remarquer que, si dans les expressions ci-dessus de 
Xi, X29'"f ^/i9 qui sont cens^es servir au changement des variables in- 
dependantes, on ecrit, aux seconds membres, ti — t, /, —/,..., tn — t^ 
au lieu de/2» ^»-**» ^/i respectivement, de sorte que, parexemple, on 
aito^i =/,(/, /2 — ^ h'-t,...ytn — t)^ti(\\xQVovi substitue ces nouvelles 
expressions dans une fonclion donn^e queIconque/(a74, x^^...^ x^) : 
la transformee f (/, h,...^ tn) ainsi obtenue jouira evidemment de la 
propriete que son accroissement total A^ , repondant k Taccroissement 
simultane, uriy de toutes les variables, /, t^,***^ tn^ sera equivalent k 
I'accroissement total A/ provenant des accroissements simultan^s 

k des variables independantes, qui augmentent simultanement de im, 
pent offrir dans certains cas des avantages, au point de vue, par 
exemple, de la symetrie. 
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4. Lorsqu'on a m fonctions indeterminees u,..., (^ de n variables in- 
d^pendantes x^ y*.... z et que Ton a a faire intervenir dans le calcul 
les valeur8a7|» ji,..., ^i» de ces variables 



/ du dUi \ 



, / du d^u \ 

• •••• } 

o\x(f9 ^f...y Y^ soDt des fonctions doDnees de a?, y,..., z^u^...^ v^ et des 

derivees ^> 5"'"' i^squ'k un ordre d6termin6, comme on pent 

toujours imaginer, ^ un point de vue puremeut theorique, que 9, 
^,..., X se r^duisent finalement a des fonctions des seules variables in- 
depeudantes, a;, /,..., z, on peut aussi concevoir, conformement a ce 
qui a ete dit au numero precedent, que Ton ait introduit n nouvelles 
variables ind^pendantes ^, $,...» t, telles que, en regardant or, j^,..., z 
comme desfonctionsdeces nouvelles variablesya^i.jf,...,^! soient pre- 
cisement les valeurs que prennent ces fonctions quand /, 9,..., t y sont 
simultanement changes en / 4- 1 , 5 4- 1 , • . . , t 4- 1 , ou, si on le prefere, 
quand t seul y est change en /4-1. Alors les nouvelles valeurs 
Ui,..., (^1 et celles de leurs derivees partielles, qui etaient cens^es re- 
pondre au systeme de valeurs Xnyw-f^* des variables independantes 
primitives, pourront etre regardees comme se rapportant directement 
au systeme /-hi, 5-f-i,..., t+i, ou, si on le prefere, au systeme 
/ + !, d,...,T. En joignant les n equations, ^crites ci-dessus, aux 

m equations qui doiventetredonneesentrea?,/,..., z, u,..., v, —9... 

et entre les valeurs de ces diverses quantit^s qui r^pondent aux sys- 
tfemes (a?,,7i,..., z, ), (a^a, y2»---» z^)^..., (^,,7,,..., jz,), deduits les 
uns des autres suivant la loi ci-dessus, on aura un systeme total de 
m + 71 Equations, aux differences melees partielles, entre les m + /i 
fonctions inconnues a?, y,..., 2,2/,..., {^ et les variables independantes 
actuelles /, d,..., t. II est clair qu'il conviendra generalement de rap- 
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porter dans ce systeme les derivees ^j d~~d'^'" ^^^ variables 

/, 9,..., T, par les formules ordinaires du changemeDl de variables in- 
dependantes, quand les nouvelles variables introduites restentindeter- 
minees. 

Au reste, on pourrait dire simplement que Ton profite de rindeterroi- 
nation des n fonctions qu*introduit tout changement implicite de n va- 
riables independantes pour remplir n conditioDS determineeSy a sa- 
voir ici queo?,, j,,..., z, soient precisement les valours de a?,j^,..., s 
qui repondent au systeme de valeurs^-f-i, 6 -hi,..-» t -hi, ou, si on 
le prefere, / -+-i, S,..., t des nouvelles variables independantes. Mais 
les considerations precedentes me paraissent, k differents egards, pre- 
ferables et plus precises. 

Dans tons les cas, il faut observer que les expressions definitives de 
w,..., ^ en /9,..., T, doivent 6tre telles, que les valeurs de a?! = 9, 
y^z= <{;,..., z, = y^ soient independantes entre elles, comme celles de 
x,y,. ., z. La supposition qu'il existe entre or,, y,,..., z^ une ou plu- 
sieurs relations determinees changerait la nature de la question pri- 
mitive et donnerait necessairement lieu a diverses hypotheses ou dis- 
cussions que je mettrai completementde cdt6. 

§ II. ^ Suite des remarques analytiques. 

1. Soit un systeme d^equations diffi6rentielles ordinaires entre une 
variable independante t et les n fonctions a?, j,..., z de cette variable 

. . dx ^, s\ dr , ^. dz . , - 

(0 Jf-~'f{^,rf'"y2, t), -^=z(^{x, r,..., Z, /),..., ^ — ^{x,X,...,Z,t), 

oil les seconds membres renferment la variable independante t sous 
forme periodique seulement. En supposant que ces memos seconds 
membres restent finis et continus lorsque / varie dans un intervalle de- 
passant Tunite (etendue de la periode), x, 7,..., z variant en mSme 
temps entre certaines limites; en designant, de plus, par ar^, j^i,..., Z| 
les valeurs dex.y,..., zconsidereesactuellement corame des fonctions 
de /, qui repondent k la valeur / + 1 de cette variable independante et 
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sont ceDsees comprises dans les limites en question, on aura 

fisr d'^ /z2 

Equations exactement de mSme forme que les Equations (i). Si done, 
a» h,...,c designant des constantes arbitraires, on represente par 

les integrates gen^rales des equations (i), on obtiendra les integrates 
g^n^rales des equations (2) en changeant simplement dans (3) les con- 
stantes a, 6,..., c, en d'autres a + Aa» 6 + A^,..., c+Ac oil Aa, 
A6,..,, Ac peuvent etre consideres comme des fonctions donn^es 
quelconques de a, 6,..., c. Mais comme o^i^j^i,..., s, peuvent aussi se 
deduire de (3) en changeant ^ en ^ -h i , on aura des relations telles que 

F(a4- Aa, 6 -h A6,. .., c -+- Ac, = F («> 6, . . ., c, / 4-1). 

Or» d'aprfes le n^ 3 du § I» on pent, au lieu de a, 6,..., c» introduire un 
autre systeme de constantes a, ]3,..., 7, telles que Aa, A6,.,., Ac soient 
produits simultan^ment par Taccroissement un attribue k une seule des 
nouvelles variables, 7 par exemple, de sorte que, en changeant en meme 
temps /en — (^ + i)» la relation precedente equivaut k celle-ci 

F(a,(3,.. ,74-1, /-hi) = F(a»(3,...,y^/); 

ce qui revient k dire que les integrates generates des Equations (i) peu- 
vent toujours Stre consid^rees comme des fonctions de /i — 1 constantes 
arbitraires et de / -— t (t 6tant la n'^*"* constante), ces fonctions conte- 
nant, en outre, sous forme p^riodique, / ou t k volenti. 

De la resulte une consequence particuliere pour le cas oil les Equa- 
tions (1) sont lineaires; mais il est peut-etre preferable d'etablir le 
resultat d'une maniere un peu diflerente. 

2. Considerons I'equation lineaire de Tordre n entrela fonction^et 
la variable independante x 

Annates de I'ltcole Normale. i* S^rie. Tome III. ^O 
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danslaquelle les coefficients z?,..., 5 sont supposes des fonctions pe- 
riodiques de x. Soient ^, >},...>?* ^ solutions particuli^res distinctes 
de cette equation. Si ^, par exemple, verifie T^quation quand x varie 
de rTo k Xy intervalle sup^rieur a une p^riode, ^« ( expression de § quand 
on y ecrit a? + 1 au lieu de x) sera aussi une solution particuliere de la 
memo Equation, puisque celle-ci conserve la meme forme quand on y 
change a? en oth- i ; par consequent, d'aprbs la forme connue de I'intS- 
grale gen^rale de la proposee, ^, sera necessairement une fonction 
lin^aire k coefficients constants de |, >},...» ?• Si done toutes les fonc- 
tions^, >?•••.» ^ sont propres, chacune en particulier, k verifier Tequa* 
tion differentielle dans tout rintervalle de x^^ k X, on aura n equations 
lin^aires a coefficients constants entre ^, >}•..•»?; ^i*v}i*...f ?i* D*ou 
Ton conclut, d'aprbs la forme connue des integrales d*un pareil sys- 
t^me d'^quationsy que Texpression g^n^rale de y est 

lif...f p 6tantdes constantes et sr, . . . , cj des fonctions periodiquesde^, 
cette forme devant eire modifi^e de la mani^re connue dans le cas oil 
Ton suppose la coincidence d'un certain nombre des n exposants. 

Si les fonctions ^, V7|...» ^ n'^taient pas propres k verifier separement 
la proposee dans le meme intervalle X — x^, sup^rieur k I'unite, la 
conclusion precedente pourrait 6tre en defaut, puisqu'on ne pourrait 
plus affirmer Texistence d'un nombre egal a n d'^quations lineaires 
entre q* >?,••., ^; ^i , v]| «..., ^4 . 

Si une fonction particuliere § verifie la proposee dans un intervalle 
sup^rieur a m p^riodes, c'est-k-dire en conservant dans cet intervalle 
sa forme analytique, et que cette fonction ^ ne soit pas periodique, 
Hif^29"'f ^m conStitueront generalement autant de solutions particu- 
lieres nouvelles, et on pourra les faire intervenir a ce titre dans la pro- 
position precedente. 

La determination des exposants \i,*..^p parait exiger generalement 
rintegration meme de T^uation proposee. On pent facilement deter- 
miner leur somme. En designant, en efiet, par 6 le determinant des 
n solutions particuliferes ^, >?,..., ^, c'est-k-dire en posant 
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on sait que 

Dans le cas present, les n solutions particuliferes |» >?,...» ? sont de la 
forme cre*^, <p e^',..., o e^'. La substitution dans le determinant 6 don- 
nera done un r^sultat de la forme 

A ^tantune fonction p6riodique; il faudra done que la partie non pe- 
riodique de Tintegrale — I pdx se reduise k (fx-+-v-4-...-i-p)a?. Le 
coefficient de cette partie non p^riodique est represente, en general, 

par — / pdx J en sorte que Ton aura 



fx -I- V -h . . . 4- p 



= — I p dx. 



II est clair qu'on pourrait augmenter Tun ou Tautre membre de 

2knyJ— I, k 6tant un nombre entier quelconque; mais on peut ad- 
mettre que la partie periodique qui en proviendrait est absorbee dans 
une ou plusieurs fonctions t?, 9,..., co. 

3. II no sera peut-elre pas inutile d^entrer dans quelques details sur 
la forme, qui vient d'etre invoquee, de Tintegrale d'une fonction perio- 
dique. Soit 



F(x)=zJ'f(x)dx, 



ou/(;r] est une fonction periodique. On aura successivement 

r{x)=f{x), V'(x-^i)z=f(x), r{x + i)^F{x) = o, 

et, par suite, 

F(^ -+- 1) — F(^) = A-, F(^) = kx'^ ^[x), 

k etant une constante et ^{x) une fonction periodique. Comme F(a7o) 
est nulle, on aura 

Y{x) = ^[x)"^(x9)-h k(x — a;o), d'oii F(a:, -f-i) = A*, 

4o. 
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c'est-^-dire 

' f{x)dx, ou Ar=/ f(x)dx, 

en supposant que la fonction f{x) ne devienne pas discontinue entre 
les limites o^o et a? + 1 ou o et i . Dans le cas d'une discontinuity quel- 
conque, il faut necessairement faire des conventions parliculieres pour 
chaque forme determinee de fonction p^riodique, independamment 
des precautions ordinaires relatives au passage par Tinfini. Ainsi, par 
exemple, si 

et qu'on prenne 

F(:r)~7r / lang7rxc/j?=i — logcoSTr^r, 

Jo 

on ne peut pas considerer — logcosTro? comme une fonction periodique 
dont Tamplitude de p^riode est i» ainsi que cela a lieu pour tangTr^; 
mais rien n*empeche d'ecrire 

Y(x) = — I 7rf.Iogcos'7rj;= — llOgCOS'TTJ?, 
Jo 

et Tamplitude de periode est + i pour la fonction primitive comme 
pour la proposee. Plus gen6ralement, quand on aura 

r' f'(x)dx 

j'6crirai 

'-Him- 

ainsi que le font plusieurs geometres, que/(a;) soit ou ne soit pas pe- 
riodique. Cette forme integrale a, en particulier, Tavantage de laisser 
subsister ou d'introduire dans certains problemes de Geometric des 
branches de courbe qui disparaitraient sans cela et rompraient ainsi en 
pure perte la continuite g^ometrique. 

Soit encore 

_ r-^ dx 

Jo i-hA*sina7r^' 
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k ^tant une constante r^elle dont la valeur est plus petite que Tunite. 
La derivee ^ est periodique, continue et finie pour toutes les valours 
r^elles de oo. Si Ton ecrit 

I / langTror -f- A* k \ 

r= — -=--rr^ arc tang — arc tang -r--- — b 

quand on change a? en a? + i, sans se preoccuper des valeurs internoe- 
diaires, le second membre reprend exactement la memo valeur; tandis 
que, en ayant egard k la variation continue de x dans le meme inter- 

valle, I'accroissement correspondant de y est evidemment * La 

fonction y est done de la forme mx -f- 7s{x), m etant une constante et 
u{x) une fonction periodique, ce qui resulte d'ailleurs du developpe- 

ment de ~ suivant les puissances positives de k. Lorsqu'on suppose 

^> I, on a 



r= 



\Ung7r:r -H A* -f- y^/r* — i k — \/h — i / 



47rv^/f'--i \lang7r:r -t- A* -f- y^ 



En suivant la variation continue de cette fonction, on reconnait quey 
doitetre actuellement considere comme une fonction proprement perio- 
dique, sans partie proportionnelle a x; seulement cette fonction passe 
une fois par I'infini dans Tintervalle de chaque periode, comme cela a 

lieu pour sa derivee. L'integrale / ^-eir, trait6eparlesmoyensusit6s, 

est indeterminee; et cette circonstance, ainsi que le passage par I'ima- 
ginaire, pourrait etre consideree peut-etre comme correspondant gene- 
ralement, en vertu de quelque convention tacite, k Tabsence du terme 
proportionnel a x dans I'integrale indefmie d'une fonction periodique; 
mais ceci n*est qu'une simple reflexion. 

J*ajouterai, k propos de I'integrale d'une fonction periodique, une 
derniere remarque qui pent etre utile dans certaines circonstances. Si 
Ton considere Tintegrale indefinie 



I 



Vfsdxy 
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oil P est une fonction quelconque de a? et cr une fonction periodique de 
la meme variable^ et que Ton pose 

j Z3dx=^ kx -h in(x)f , I CJ(i) cfcp = A*i ^ -f- GJ(a), j W(2)dx = kiX -hfSJii),* . • f 



kf A:,, ^2,... etant des constantes et z7(,), cr^,), zs^^)^... des fonclions pe- 
riodiques, on trouve aisement, par le proc^de de I'integration par par- 
ties, 



/■ 



-i- 



A- fprfj: — ( — i)« rP(''+'JGj(„) rfx, 



oil les accents marquent les deriv6es. En particulier, lorsque P est un 
polynome du degre /i, le dernier signe integral disparait, et Ton peut 
d'ailleurs effectuer la quadrature indiquee a Tayant-dernier terme. 

4. Bien que les resultats ^tablis aux numeros precedents du present 
paragraphe soient soumis, comme on Ta vu* k diverses restrictions, la 
theorie de Tintegration des equations aux differences inelees est jusqu'a 
ce jour si pen avancee qu'il semble y avoir interet k retenir les moindres 
remarques sur cet obscur et important sujet. Or c'est vers ce dernier 
objet que tendent, en grande partie, les resultats auxquels je viens de 
faire allusion. 

Considerons les Equations de la forme 

(a) 2i,jpi,j-^=zo, 

oil le 2 s*etend k toutes les valours entieres et positives de i et dey qui 
verifient la condition i-]-j^n, n etant un nombre entier positif donne. 
Dans cette equation, jy d6signe toujours/(a? -f-jr), en supposant que j' 
est represente par/(a7), et les coefficients/?,-,/ sont supposes des fonc- 
tions periodiques de x. Si Ton fait, dans I'equation proposee, 

z etant une fonction periodique et fx une constante indeterminee, on 
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obtiendra un resultat de la forme 

[b] MzC) 4- N z(«-«) -h . . . H- Qz r= o, 

les accents marquant les derivees, et les coefficients M, N,..., Q etant 
des fonctions periodiques de x qui contiennent sous forme entifere les 
puissances de /x et de e^ jusqu'a la n''^'"*. D'apres le n** 2, les n int^grales 
particulieres distinctes de cette equation lineaire pourront etre suppo- 
sees, chacune en particulier* de la forme rs^ e^i**, oil zsTj^ est une fonc- 
tion periodique qui depend de fx, et m^ un exposant constant qui de- 
pend aussi de |ul generalement. La fonction designee par z devant etre 
periodique, il faudra que 

% 
% 

et c'est cette equation, generalement transcendante, qui fournira les 
valeurs convenables de fx. Une autre solution particuliere de la meme 
equation (6), telle que (p^.e^^^9 donnera une autre serie de solutions 
particulieres dont les exposants seront fournis par I'equation 



/l^=r Oj 



de sorte qu'on satisfera k Tequation proposee en prenant 

^ " 2^ Ap, Gjjx e»^ 4- 2^ B,* 9^ e»^ -{- . . . H- 2jt C,x w^ e^, 

A^^ Bp, G^ ^tant des constantes arbitraires et les 2 s'etendant res- 

peclivement aux racines des equations 

lesquelles admettront, chacune en particulier, une infinite de racines; 
mais cette derniere assertion ne doit etre consideree que comme une 
induction fondee sur ce fait, que les exponentielles qui se trouvent 
entremelees aux puissances de |ul, pouvant etre remplacees par leurs 
developpements en serie, les equations ci-dessus peuvent etre assimilees 
generalement k des equations algebriques d'un degre infini. 

5. Comme exemple de la methode precedente d'integration, consi- 
derons Tequation particuliere 
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ou les Ui sont des coefficients constants en nombre quelconquet et ts 
une fonction periodique donnee. Si Ton fait 

z etant suppose periodique, la substitution donnera 

z' '\- (2u |z'-f — 1U. ha*—//) 2 = 0, 

X*^ fs ) \nj* TiJ ^ xs ' J 

oil, pour abreger, 

A — li Oi e'>. 

En faisant 
cette Equation se reduit simplement a 

et Ton a en consequence 

II faudra deduire \l successivement des deux equations 

ou, si Ton veutici, de Tequation unique, equivalant aux deux prece- 

* 

denies, 

A = fx% 

et Ton en conclura 

On pent remarquer que, dans cet exemple, les deux fonctions perio- 
diques qui multiplient les exponentielles dans la precedente expression 
de z coincident et ne dependent point de /x; mais eela tient ^ la forme 
toute particuliere de Tequation proposee. Quant aux racines |x, elies 
proviennent de deux equations vraiment distinctes. Pour prendre le 
cas le plus simple, supposons nuls tous les coefficients a^, a Texception 
de celui qui multipliey«, et dont la valeur sera egale & I'unite. Les 
deux equations d'oii Ton doit deduire les racines fx seront actuellenient 

t £ 

e* :^ fjt, e' — - |ui. 
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A part la racine r^elle unique qu'elle peut admettre, chacune de ces 
equations admet une infinite de racines imaginaires, doutla separation 
est tres-facile a effectuer, et a laquelle consequemment je ne crois pas 
devoir m'arreter. On pourra consulter sur ee point le Memoire cite de 
M. Puiseux, oil ce geometre a effectue la separation des racines pour 
une equation du meme genre, quoique un pen plus compliquee. 

6. II y a un cas oil il est possible de determiner Tequation propre a 
fournir les di verses valeurs de /x, et d'obtenir en meme temps I'ex- 
pression dey. Ce cas se presente lorsque dans un terme quelconque 
de Tequation proposee la differentiation infiniment petite ne depasse 
pas le premier ordre» de sorte que Tequation peut s'ecrire 

Ai)» 90) ^^^^t toujours des fonctions p6riodiques, en nombre fini quel- 
conque, et les accents indiquant les derivees. Quand on fera 

on aura 

de facon que Tequation proposee deviendra 

d'oii par Tintegration on tirera immediatement la valeur de §, etl'on 
aura, par suite. 



xn ~~ e 



La fonction ts devant etre periodique, il faudra generalement poser 






ce qui est precisement Tequation propre a fournir les diverses valeurs 
de (Ji. On aura ensuile 
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les A,t d^signant des constantes arbitraires et tfy, ce que devient succes- 
sivement Texpression precedente de t? pour chacune des racines jx. 

7. On peut, au lieu de Tequation particuliere qui vient d'etre exa- 
minee, considerer la suivante, d'une composition unpen differente, 

2/ [PiO "^ ^'(0 ] rt -»- 2/ qa)/^. ^ o, 

/7(i> 5(/), ^QT) 6tant encore des fonctions periodiques quelconques. En 
supposant cr et u des fonctions periodiques indeterminees, faisant, 

et observant que 

la substitution dans la propos^e donne d'abord 

5 1 2/ [p(i) -f xs^n] u'-h Ijjqu) '*'*"' «' I -H $' Ij q^) tf^ = o. 

Si Ton remplace dans cetle Equation ^' par? ( 1- logw-f-a? —U on 

oblient une transformee dont le premier membre renferme deux sortes 
de termes, savoir : des termes periodiques, et d'autres termes conte- 
nanto? en facteur. Ces deux groupes de termes doivent disparaitre se- 
parement, et Ton a, en consequence, 

(a) 2, 5(/) w' -I- w' 2j q (j) uJ"^ = o. 

Si de cette equation, non lineaire generalement, on pent tirer pour u 
une expression periodique renfermant une constante arbitraire a, la 
periodicite requise de ts exigera que Ton ait 

equation d'oii Ton devra deduire a, et Ton aura 

les Aa etant des constantes arbitraires etle 1 se rapportant aux racines 
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de I'^quation precedents era, Ua designent respectivement ce que de- 
viennent les expressions trouvees pour t? et pour u quand on y rem- 
place ce par chacuue des racinesde la meme equation successivement. 
Par exemplci si Ton suppose que les coefticients qQ)f s^,-) soient tels 
que, pour toutes les valeurs considerees dey, on ait 

de sorte que Tequation proposee soit 

Tequation propre a determiner u sera 

le premier membre etant une differentielle exactCt on aura 

En designant par n la plus grande valeur dey, on deduira, de cette 
equation algebrique en u, n determinations de u generalement; et ces 
n fonctions seront evidemment periodiques. Si on les represente par «(,„ 
^(2)»-M <^(n)» il faudra deduire successivement les racinesa des n equa- 
tions 

oil ^ = 1, a,..., n. 

8. J^ajouterai ici» pour ne pas y revenir, une derniere remarque sur 
un autre point de la theorie. En designant par y une function quel- 
conque de x et par y^ ce que devient cette fonction quand x y est 
changee en a; + 1> Tequation 

(a) r«=r 

est la definition immediate d*une fonction periodique quelconque. 
De meme Tequation 

pent etre regardee comme definissant immediatement ce que j'appel- 

4«. 
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lerai, pour abr^ger, une fonction p^riodique impaire. Les fonctlons 
d^finiespar (a) pourraient kite appelees, par opposition, periodiques 
paires. Je les appellerai, en general, conformement a Tusage ordinaire, 
fonctions periodiques, reservant la qualification d'impaires pour les 
fonctions (P). Si Ton designe par a une fonction particuliere quel- 
conque (par exemple siuTro?), periodique impaire, et que Ton pose 

Tequalion (^) deviendra 

de sorte qu'une fonction periodique impaire pent toujours etre con- 
sideree comme le produit d'une fonction periodique paire par une fonc- 
tion periodique impaire particuliere. Mais il est aussi simple, comme 
on en verra des exemples, d'inlroduire directement dans le calcul les 
fonctions periodiques impaires, a peu pres au meme titre que les fonc- 
tions periodiques paires. Enfin on pent observer que f[x) etant une 
fonction periodique impaire, finieet continue dans Tintervalle d'une pe- 

riode, Tint^grale / f[x)dx est egale a z6ro, et Tint^grale indefinie 

t/o 

I / (x) dx est une fonction periodique impaire, ne contenant pas de 

partie proportionnelle ^ x. II est evident qu'on pourrait introduire 
une distinction analogue, avec plus de variete bien entendu, pour le 
cas des fonctions de plusieurs variables independantes. 

§ III. — Des courbes composies indmduellement de parties semblables. 

1. Les coordonn6es rectangulaires x, j, z d'un point quelconque 
M d'une courbe etant supposees des fonctions d*une variable indepen- 
dante ^ le point M, ou (a?,,y,,zj, obtenu en changeant dans ces 
fonctions / en ^ -f- A/, A^ etant une fonction donnee de t, pourra etre 
appele \e point correspondant de M. D'apres ce qui a ele dit au § I on 
pent toujours supposer A/egal k Tunite. Cela pose, si Ton considere 
deux points quelconquesM el M' de la courbe et les points respeclive- 
ment correspondants Mf etM'^, la condition que Ton s'impose ici est 
que les arcs MM' et M( M'l soient semblables, quelles que soient tes 
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valeurs /et /' de t qui repondent aux extremites du premier. Cette con- 
dition se traduit evidemment par les trois equations 

oil a, b,... sont les cosinus de direction d'un nouveau systeme fixe 
d'axes rectangulaires ayant la meme disposition que le premier, et oil 
m est le rapport constant de similitude, positif ou negatif suivant que 
la similitude est directe ou inverse. On sous-entend aux seconds mem- 
bres de ces equations trois constantes additionnelles. En posant, con- 
formement ala methode ordinaire, 

X, jx, V, p etant des constantes indeterminees, la substitution dans (a) 
fournira 

(a — o")X -h a' fjt -f- «"v = o, 

6X-!-(6'- <7)^-{-b''v=-^ o, 

c'k -+- c'|UL-i-(c"— o-jv — o; 

oil (7 = e^. L'elimination de X, jx, v donne une equation en a dont les 
trois racines sont 

I, cose-i- V'—i sine, cose — v^—i sine, 

en posant 

a-f- 6'-f- c" — i=:2C0se, 

et Ton pent prendre 

Xnra^'-f-c, JUL = 6" -he', v = i 4- c" — a — 6', 

quand a =i, et 

X=c-H a^d, ix= c'h-6"<7, v = (c" — i)(i-f- 0-), 

quand a = e=*=^^~*. 

Si Ton fait, pour abreger, 

M = A cose/ — Bsine/, N — Asine/ -h Boose/, 

A, B, C etant trois fonctions arbitraircs de / qui reprennent la meme 
valeur quand / augmente de Funitc, on deduira des trois solutions par- 



3a6 SUR QUELQUES QUESTIOlfS 

ticulieres precedentes les int^grales generates des Equations (a), a 
savoir 

X — m-'[C(a"-h c ) -4- M(6' -h a 'cose) - Na'^sine], 

(6) (^ — m-'[C(6"-i'C')-f-M;6-'-f-6"cose;-N&'^sine], 

z = /n-'[C(i-i-c''-a-6')-hM(c" -ij(i 4-cose)-N(c*'-i)sin£]. 

On reconnait facilement que les trois groupes de coefficients qui 
multiplient C» M, N dansces formules peuventetre pris pour lescosi- 
nus de direction de trois axes rectangulaires, en introduisant toutefois 
un facteur numerique commun aux coefficients de G et un autre fac- 
teur numerique commun aux coefficients de M et N. En designant par 
X, Y, Z les coordonnees relatives a ces nouveaux axes, et projetant 
X, y, z successivement sur chacun d'cux, on obtiendra 

(c) X = m-'Rcos(<p-l-eO, Y-- m-'Rsin (94-6/), Z = m-'H, 

apr^s avoir remplace A et B, abstraction faite d'un meme facteur nu- 
merique, par R cosy, Rsiny respectivement, R,9, H etant trois fonc- 
tioDS arbitraires periodiques. 

Lorsque m, que je suppose toujours positif, est egal a Tunite, les 
trois constantes qui sont censees ajoutees aux seconds membres des 
equations (a) ne peuvent pas etre 61iminees au moyen d'une solution 
parliculiere representee elle-meme par trois constantes : on les fait 
disparaitre, dans ce cas, au moyen d'une substitution de la forme 

a, «!,.». etant des constantes. On reconnait aisement que a, j3, 7 doi- 
vent etre proportionnels a a" -{-c, 6"-h c, h- c"— a — b'; et des lors 
en imaginant les quantites Xo, y^, Zq ajoutees respectivement aux se- 
conds membres des equations {b) et projetant, comme precedemmenl, 
sur les trois nouveaux axes iulroduits,on obtient, abstraction faite des 
constantes additionnelles, 

(rf) X— Rcos(9H-e/), Y--Rsin(9-i-eO» Z--HH-A/, 

R, H,9 etant des fonctions arbitraires periodiques, et A, s des constantes 
quelconques. 
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On passe au cas de la similitude inverse en supposant, dans(c),m 
toujours posilif et prenant pour R, H des fonctions periodiques im- 
paireSy 9 etant toujours periodique pair. Seulement dans [d)h doit 
etre suppose nul. On peut aussi dans les memes formules [c], [d) 
ecrire 9 -f-/i7r^ au lieu de 9, n etant un nombre entier quelconque, et 
supposer R toujours periodique pair ; on sera dans le cas de la similitude 
directe ou dans celui de la similitude inverse, suivant que n sera pair 
OU impair, H etant toutefois impair dans ce dernier cas. 

Lorsque £ est diiTerent de zero, si Ton fait 

croitra de un en meme temps que /, et comme cette equation en- 
traiue 

7s etant une fonction periodique, toute fonction periodique de / devien- 
dra, par cetle substitution, une fonction periodique de 6, de meme pa- 
rite qu'avant la substitulion. On voit, d'apres cela, que, lorsque e n'cst 
pas nul, on peut dans les formules (c) et [d] supprimer, si Ton veut, 
la fonction 9 ; cetle suppression n'enleve rien a la generalite des for- 
mules quand il s'agit simplemcnt des diflerenccs finies, mais elle peut 
obliger a introduire des fonctions a sens multiple a cause des valours 
differentes de ^, qui, dansTequation 

peuvent repondrc a une meme valeur donnee de Q. 

2. II resulte du calcul ci-dessus qu'etant donnesdeux systemessem- 
blables, situes d'une maniere quelconque dans Tespace, on peut toujours 
les rapporter h trois axes rectangulaires tels qu'enlre les coordonnees 
des points homologues (X, Y,Z), (X,, Y|, Z,) on ait les relations con- 
stantes 

mXi ~X cose — Y sine, m Y, nrXsine 4- Y cose, mZ, -~ Z, 

en sous-entendant, s*il le faut, des constantes additionnelles aux se- 
conds membres. On aurait pu partir de cette propriete et simplifier 
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reciproquement le calcul primitif. Si Ton a, en effet, deux systemes 
semblables(A, B, C,...), (A', B', C',...) et que Ton prennedeux points 
homologues quelconques 0, 0', on pent transporter parallelement a 
lui-meme le systeme (A', B', C',..., 0') de maniere a faire coinciderO' 
avec 0. Puis, par une rotation autour d'un certain axe 01, toujours 
parallfele a lui-meme, on pent Tamener a coincider avec Tun des ho- 
mologues de(A, B, C,..., 0), construits avec le centre d'bomotbetie 0. 
On voit que, dans le cas de la similitude directe, si m diifere peu de 
Tunite positive, le point pent etre transport^ tres-loin, ce qui ex- 
plique la presence necessaire de la constante qui est jointe a z quand 
on prend la direction 01 pour axe des z et que Ton suppose m egal a 
I'unit^. 

3. En s'appuyant sur les considerations developpees au § I, on peut, 
sans nouveau calcul, resoudre la meme question geometrique a Tegard 
des surfaces. Les coordonnees a?,y, z d'un point quelconque d'une sur- 
face etant supposees, en effet, des fonctions quelconques de deux pa- 
rametres arbitraires^, >}, quelle que soit la loi de correspondance de 
deux points M ou (?, Y3)et M< ou (?-f- A§,>3-|- Ayj), on peutsubstituer 
a ^ et Y7 deux nouveaux parametres independants t et d, tels que A^ 
ct Ay7 soient produits simultanementparTunique accroissement A/ = r, 
d ne variant pas. La condition geometrique de similitude fournissant 
d'ailleurs trois equations analogues a (a), il est clair qu*i1 suffit, pour 
avoir la solution generale du probleme actuel, de supposer, dans les 
formules (c) et (rf), que R, 9, H sont des fonctions arbitraires de et /, 
la derniere de ces variables entrant dans ces fonctions sous forme pe- 
riodique; m, s. A, restent toujours des constantes arbitraires. Ceci re- 
vient a considerer les surfaces cherchees comme engendrees par le 
mouvement de la courbe (c) dans les equations de laquelle on fait en- 
trer, a part ^, et d'une maniere arbitraire, un nouveau parametre in- 
dependant repondant au deplacement ou k la deformation de cette 
courbe. Si Ton remplacjait 6 par une fonction determinee quelconque 
de /, on aurait, sur la surface en question, une certaine courbe; en 
changeant, apres cela, / en / -hi, on obtiendrait sur la meme surface 
une courbe semblable a la premiere. 

Si Ton supposaitquc les fonctions R, f* H dependent arbitrairement 
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de trois parametres /, 6, t, le premier entrant toutefois dans ccs fonc- 
tionssous forme periodique, les formules (c) et {d) repondraient a la 
decomposition de I'espace en portions semblables, e'est-a-dire que si 
J'on se donnait un nombre quelconquc k do points, repondant a Asys- 
temes de valours simultanees quelconques de ces parametres, ies va- 
lours de / etant, en particulier, ^(,), ^o),..., /(A), les A points oblenus en 
changeant/(,), /(2)».... ^ca) en /(,) -hi, /(2) + 1»..., /(A) -*- i . formeraient une 
figure semblable a la premiere. 

Enfin je ferai remarquer que la methode analylique, adoptee an 
debut du present paragraphe, pourrait s'appliquer au cas de la Geo- 
metrie a n dimensions. Le systeme des n equations analogues k (a), et 
repondant a cette generalisation, pourrait alors se trailer en faisant 
usage de la propriete des determinants, etablic par M. Briosrhi an 
tome XIX, i'* serie, du Journal de Liouville; et il ne serait peut-elre 
pas sans inleret de rechercher en particulier quel est le systeme le 
plus simple de n axes rectangulaires auxquels deux systemes bomo- 
logues peuvent etre simultanement rapportes; mais je n'entrerai pas 
presentement dans d'autres details sur ce sujet. 

§ IV. — Des courbes planes semblables a leurs n^^"^^* polaires correspond 
dantes. — Sur un cas particulier relatif aux courbes gauches. 

1 . En designant par p et co les coordonnees polaires d'un point quel- 
conquc M de la courbe plane chercbee, et observant que, d'apres une 
propriete connue, les perpendiculaires abaissees du pole sur les tan- 
gentes, qui correspondent aux podaires successives, font entre elles,en 
passant de Tune a la suivante, un memo angle v, les coordonnees $ et r 
du pied P de la /i'^'"* perpendiculaire seront donuees par les formules 

(r) Orz:w — nvy r=:p cos"v. 

II convient, conformement a ce qu'a fait M. Puiseux dans une ques- 
tion analogue, de distinguer deux cas : i*' le cas oil la n^^"*^ podaire 
pent etre rendue bomotbetique ajla courbe primitive (le pole etant le 
centre d'homolbetie) au moyen d'une rotation e autour du pole; 2® le 
cas oil une pareille rotation la rend bomotbetique a une courbe syme- 
trique de la courbe primitive relativement ^ Taxe polaire. 

AnnaUi de VEcole Normale, 3* Serie. Tome HI. ^1 
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Premier cas. — On peut regarder p et w comme des fonclions, jus- 
qu'ici indeterminees, d'une variable auxiliaire /, ei assujettir la fonc- 
tioii arbitraire qu'introduit le choix de cette variable a la condition que 
les coordonnees pt et (<), du point M| de la courbe cherchee, qui doit 
etre Thomologue du point P, se deduisent de p et de co respectivement 
en rempla^ant simplement, dans ces dernieres fonctions^ t par /-hi. 

Cela etant, et en designant par m le rapport constant de similitude, 
on aura les deux equations 

ou bien, en ayant egard a (i) et ecrivant a la suite une relation bien 
connue, 

(2) w, = w — nv-he, p, = mpcos"v, — = langv£/(«). 

r 

La differentiation de la deuxieme de ces Equations donne 

(fpi dp . 

— ^ = -^ — /itangvav; 

Pi 9 

d*ou, en ayant egard a la troisieme et k celle qu'on en deduit par le 
changement de t en r-f-i, resulte 

tangvi doh = tangv dm — n tang v dv. 

Le second membre de cette derniere equation revient, en vertu de la 
premiere (2), a tangv rfwi ; on a done, en observant qu'on peut rejeler 
rhypothfese de rfrk), egal a zero, 

tangvi = tangv, et, par suite, v, — v = /ttt, 

k elant un nombre entier quelconque. On tire de la 

(3) v==A-7r/-ha, 

a etant une fonction arbitraire periodique; ce qui transforme la pre- 
miere equation (2) dans 

((3) w, — « = — nknt — na-h c. 
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On en conclut, par Tintegration, 

(4) w = — |n/r7:/*4-(|/i/r7r-- /irt -f- e ) / -4- &, 

h elant une nouvelle fonction arbitraire periodique. 
D'apres (3), la deuxieine equation (2) pent s'ecrire 

(5) p, = /?ipcos''(A-7:^-ha). 
Si Ton fait, pour abreger, 

/(/)== m cos''(/r7:/ -H a), 

de sorle que 

(5') , P^ = pf{ih 

[f{t)\^ ou/'(/) sera une fonction proprement periodique, quelle que 
soit la parite de n et de k, et Ton pourra prendre, pour Tintegrale gene- 
rale de Tequation (5) ou (5'), 

(6) p = =i= A [/'(/)?", 

• 

oix/^it) est une quanlile toujours positive, tant que /est supposee 
reelle, et oil A est une fonction arbitraire periodique paire ou impaire. 

On pent remarquer, a propos de cette integrate ambigue (6), oil le 
signe ±: doit etre generalement conserve, que, si Ton considere / 
comme Tabscisse et p comme Tordonnee d'une courbe, Tequation (5') 
determincra sans ambiguite les points qui se correspondent sur cette 
courbe, c'est-a-dire qui repondent respectivement aux valeurs t et /-hi 
de Tabscisse; et ceci a lieu quelle que soit la fonction /(r), supposee 
toujours periodique paire ou impaire. 

En substituant dans la troisieme equation (2) les valeurs de v, c«), p, 
fournies respectivement par (3), (4), (6), on obtient la relation 

- —^ |--log[m'cos*'»(A7:/-f-a)] 

^'^ ^ (db . nknX 

— (^ — n«-heH ^1 lang(A7r/-ha)=:o, 

qui a lieu entre des fonctions proprement periodiques seulemenl. Si 
Ton se donne arbitrairement A et b, on pourra en deduire a par la reso- 

42. 
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lution d*UDe equation transcendante, et il en resullera toujours pour a 
une forme periodique, coinine cela doit etre. Si Ton se donne A et a, 
on tirera de la relation precedente 



rf6 
dt 



= F(/), b=j¥(t)dl, 



ou F(/) est periodique. Si cette quadrature ne donnait pas pour b une 
forme periodique, il faudrait egaler a zero le coefficient de la partie 
proportionnelle a t, ce qui etablirait une relation entre e et les autres 
constantes. 

En restreignant la generalite de la solution, on pent verifier la rela- 
tion (7) sans effectuer de quadrature ou sans resoudre une equation 
transcendanle. Si Ton pose, en effet, 

7logA'=:Xsin(/r7r/ -f- a), 6 = Xcos(/lr7r/ -4- a), 

X etant une fonction indeterminee, la substitution de ces expressions 
dans Tequation (7) fournit 

— 'k=z[\cos{k7:t -+- rt)logm'cos"'(A-7r/ -ha) 

-f-(na— - e — Jn/r7r)sin(/r7r/ 4-^)] : ( ^ -f-A-Trj , 

et il en resulte toujours pour ^logA^ etpour b des expressions propre- 
ment periodiques, quand on a adopte une pareille forme pour Tunique 
fonction arbitraire a qui subsiste actuellement dans la solution. 

Lorsqu'on suppose a constant et k egal h zero, Tequation (3) fournit 
pour V une valeur constante : la courbe est done une spirale logarith- 
mique. II semblerait cependant qu'il entre encore une fonction arbi- 
traire dans les expressions (4) et (6) de co et de p; mais il est facile de 
voir que, en tenant compte de (7), on peut eliminer / entre (4) et (6) 
et obtenir entre p et w I'equation ordinaire de cette courbe. Au resle, 
rien ne s*oppose, dans le cas present, a ce qu*on suppose A et 6 et, par 
suite, a constants, k etant toujours nul : les equations (4) et (6) appar- 
tiennent alors directement a la spirale logarithmique. 

Second cas. — On a toujours les equations (r). Les equations (a) 
doivent etre remplacees par 
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et Ton a, par suite, 

(2') w, H- w — nv -i- e = 0, p, = mpcos"v, -£ = langvrf&). 

r 

En suivant la meme marche que dans le premier cas» on deduira de ces 

equations 

tangv« = — tangv, v, 4- v = A-tt , 

k etant un nombre eotier quelconque. Si Too fait 

(3') v= 1- c, el, par suite, v, = he,, 

Tequation precedente deviendra 

en sorte que c est une fonction arbitraire periodique impaire. On tire 
ensuite de la premiere (2') 

nki: 
ci), -4- 0) = e -f- nc, 

et,'en integrant, 

(4) '"^^"4 a""^^ ^^' 

^ etant une fonction arbitraire periodique impaire. En faisant 



f(t)=zm cos" f he], 



et observant que/^(^) est toujours une fonction periodique paire, on 
aura 

(6') p = d=A[/'(0]% 

A etant une fonction arbitraire periodique quelconque. Les fonctions 
A, c, g devront verifier la condition 

"■' 5 ^ - ;'»»/■(')- (* — ) u„s(i: +.) =0. 

qui a lieu entre des quantites de meme nature, le dernier terme etant 
le produit de deux fonctions p^riodiques impaires. Cette equation donni" 
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lieu a quelquesremarques analogues a cellesdu cas precedent. On aura, 
par exemple, 

F(/) etant une fonction periodique impaire, et Tintegration fournira 
generalement pour g une fonction de meme nature. 

L'analyse qui vient d'etre developpee, soit dans le premier, soil dans 
le second cas, pent etre legerement modifiee etsimplifiee. Quand on est 
arrive a Tequation (3), on peul fornrier tout de suite Tequation (5j et, 
par suite, Tequation (6). La troisieme (2) donne alors immediatement 



&)= I COlV-i- 

J 9 



et Ton pent reconnaitre que cette expression de a> satisfait a Tequa- 
tion (|3). On en tire effectivement 

d(») = cotv —J 

9 

et, par suite, 

rfw, — dw = coiv, -^ — colv -2 = colv I — ^ h 

p. p \p, p J 

niais, d'apres (5), on a 

flfp. ^ dp df{t) 

p. 9 /(O ' 

et, en mettant pour/(^) ce que ce signe represente, on obtient 

rf(wi — w) =: — n f A"7r-h ^ J dty 

ce qui est precisement la differentielle de Tequation (/3). Une modifi- 
cation analogue pent etre faite dans le second cas. 

2. Les coordonnees rectanguiaires x, t, z du pied P de la perpendi- 
culaire, abaissee de I'origine sur la tangente au point [x,y, z) d'une 
courbe quelconque (C), sont donnees par les formules 

, , rdr dx rdr dr rdr dz 

^•) '=^--rfr5-' ^=^--srf' '='--dr75' 
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(Jans lesquelles 

Si I'on exige que les courbes (C) et (P) soient semblables, roriginr 
etanl le centre de similitude, en designant par x^^ y^y z, les coordon- 
nees du point de la courbe (G), qui est Thomologue du point P, on 
devra avoir, d*apres ce qui a ete dit au n^ 2 du § III, 

x = m{xx cose — y\ sine), y =:m(j;, sine -+-j, cose), z = mz,, 

le second membre devant etre augmente d'une constante si Ton sup- 
pose m egal ^ Tunite positive. Les coordonnees Xy y, z etant censees 
des fonctions d*une variable ind^pendante t, on pourra regarder ^, 
/, z comme etant les valeurs de ces fonctions qui repondent a la va- 
leur / + I de la variable independante. Cela pose, si Ton Fait 

ds^ ^ rdr 

X etant une fonction indeterminee, Telimination de x, y, z entre les 
deux groupes precedents d'equations fournira immediatement 

-J-- =1 X[x — m(Xi cose — yt sine)], 

dy* 

(3) ^^=X[j — m(x, sine+/, cos£)], 

^=l{z-mz,]. 

En adoptant les coordonnees semi-polaires 

j: = pcos6), t' = psina), « = «, 
ces equations pourront etre remplacees par les suivantes : 

(4) ^ =X(p— mp,cos0), 57 =^ ( -"~^sin9j, ^ = >.(z ~ mz,), 



ou, pour aDreger, 

9 = ci)i — w -f- e. 
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L'elimination des derivees, au moyeii de (4)» transforme (a) dans 

(5) zzt — mz\ -^ppi cos6 — mpJ = o. 

En faisant la somme des carres de (i) et ayant egard a (2), on obtient 

(4') !^=X(r«-/n«rf), 

equation qui pent etre regardee comme une consequence des quatre 
equations (4)> (5), lesquelles suffisent pour la complete determination 
des quatre fonctions inconnues p, co, z^ X. En designant toujours par 
des indices les valeurs de ces fonctions, qui repondent aux valeurs / + i , 
/ + a,... de la variable independante, la differentiation de I'equation (5) 
et Telimination ulterieure des derivees, au moyen de (4)» fournissent 
une equation dans laquelle Tensemble des termes qui multiplient / se 
reduit precisement au premier membre de (5) et qui, apres la suppres- 
sion de ces termes et la division par X|, revient a 

I zzi — 2mz? -+- nm^ZiZt — ^mp] — mzz^ 

(6) 1 

ppiCOS0-f- 2m*p,paC0s9, — - mpp, cos(0-h e,) = o. 



Des equations (5) et (6) on deduit 

(7)COS0 = i > COSe, = ^ 5 008(64-0,) = ^ ' ^, 

ce qui, substitue dans I'identite 

cos'e-+-cos'0i-h cos*(eH- 9,) — 2cosecoseicos(9-h0,) — 1 = 0, 

fournit, apres avoir remplace p^ par r^— z^ et opere des reductions, une 
equation que Ton pent ecrire sous la forme 

(UiZ — imUiZx -f- a, z,)* 

( -h (uUi — ttj) I z* H z\ — amz.z, -I- m'a, — II, j = o, 

en posant 
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II faut rapprocher de cette equation requation (4') ou 

(9) - -^ = X(a — m'a,), 

et, en y joignant la troisieme (4)» on a trois equations propres a deter- 
ipiner a, z, X. On peut en deduire une equation aux difTerences mSl^es 
ne renfermant qu'une fonction inconnue; mais I'equation, homogene 
et non lineaire, a laquelle on serait conduit, m'a paru devoir rentrer 
dansuneclassesi peu integrable, pardesmoycnsjusqu'ici quelconques, 
que je me suis borne a poursuivre le calcul dans un cas particulier qu*il 
faudrait d'ailleurs examiner avant d'aborder le cas general. Ce cas par- 
ticulier correspond a Thypothese 

L'equation (8) exige alors que Ton ait 

(ii) UiZ — amiijZ, H- ii,Zj=: o; 

car si Ton supposait nul le facteur a« —m^u^, et par consequent aussi 

u — m^u^^-Tj serait nul : r serait done constant, c'est-a-dire que la courbe 

cherchee serait spherique, circonstance qu'on peut ici exclure. Bien 
que Ton ait actuellement une equation de plus qu^il n'y a de fonctions 
a determiner, le cas particulier dontil s'agit en ce moment admet une 
solution qui presente une certaine generalite relative. En faisant, pour 
un instant, 

Tequation (lo) revient a 

c'est-a-dire que v est une fonction arbitraire periodique que je desi- 
gnerai par d^. On a done, par Tintegration immediate de I'avant-der- 
niere equation, 

(i2) r»=AM«')S 

A^ etant une fonction arbitraire periodique. L'equation (lo) devient, 
par suite, 

Zt — 2ma' j| -h a^z =r o. 

Annates de I'icole ISormale, a* Serie. Tome III. 4^ 



338 SCR QUELQUES QUESTIONS 

Cette equation, inlegree par la methode ordinaire des exponentieiles, 
fournit 

(i3) zr=Bft'-4-Cc', 

en posant 

(i4) b = ma} -h a ^m^a? — i , c = ma* — a ^m}a} — i , 

et en designant par B at C deux foactions arbitraires p^riodiques. Main- 
tenant il faudra satisfaire a la condition 

dz rdr 

(i5) ).= 



z — mzi r* — m'^r] 

resultant de (9) et de la troisieme (4)- En substituant au dernier inenibre 
la valeur (12) de r^, on aura 

A' , a' 

(.6) 1=^ ,--?, 

les accents indiquantles derivees. On a ensuite, d'apres (i3) et (i4)» 

z — mZi=:B{i — /ii6)6'-4- C(i — mc)c', 
a ' a 

et, en substituant dans le deuxi^me membre de (i5), il vient 
. (B'-hBlog6)6'-i-(C'-hClogc)c'-<-(B6'-'6'-f-Cc'-»c')/ 

A — ' • 

(— B66'-f-CccM-v^m^a«— i 

a 

Cette expression deX devant co'incider avec la prec^dente, il faut d'abord 
que Ton ait 

a{Bh^-'b'-hCd-*c') _ a 

^galite qui exige que 

a'b' _ a^c' _ a' 
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Or ces conditions sont identiques en vertu des relations 



II faut de plus, pour la coincidence des deux expressions de X, que 

«(B^-i-Blog6)6^-hfl(C4-Clogc)c^ _ A ^ '^^^ 
Bbb'—Ccc' ^m'a' — i' 

eU par consequent, 

a{B'-hB\ogb) _ _ g(C-f-Clogc) __ T"^^^^^ , 
B5 "^ Cc "" ^m'a^ — i' 

d'oii 

(17) 1^=: lOgft, -fT= , lOgC. 

^ sjm'^a^ — I ^ ^m^a' — i 

L'addition de ces deux equations fournit 

B' C 2 A' 

(18) ■^-^7^ = -ir^ el, par suite, BC = kk\ 

k etant une constante arbitraire. Si Ton se donne arbitrairement A et a, 
la premiere (17) fournira B par une quadrature, et la derniere (18) 
donnera tout de suite C. Si Ton se donne arbitrairement A et B, et par 
suite C, on pourra deduire a de Tune ou Tautre des Equations (17)9 qui 
renferment cette quantitesous forme finie. Connaissant actuellement r 
et z, et par consequent p, la premiere (7) donne immediatement d; et 
il est facile de s'assurer que, en vertu des expressions trouvees pour 
ces quantites» et de celle (16) de X, la premiere (4) est identique. On 
tirera enfin de la deuxieme (4) 

(19) &) = — m I X — sin^rf/; 

mais il est necessaire de faire voir que cette valeur de w verifie la 
relation 

6 = 0)i — &)-+-£, 

43. 
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qui fail suilc aux equations (4). Or, si Tod differentie cette relation et 
que Ton substilue ensuite la precedente valeur de &), od a 

do (/w, rfo) Xp, . ^ ^"Pj . /I 

TT = -7- -J- =m-^ sin0 — m — i— sin 0„ 

at (it at p p, 

ou bien 

— ; — = m — i- sin^, sin 9 — m-i-sin*0; 

^// Pi p 

en metlant pour cos5 sa valeur (7), effectuant, au premier membre, 
les differentiations, ct ayant egard a (4')f ainsi qu'a la premifere et a la 
troisieme (4)> celte equation devient idenlique. Ainsi la solution est re- 
presentee par Tensembledes equations (12), (i3), (i4),(i7)»(i8)et(i9); 
elle renferme fmalement, comme on voit, deux fonctions arbitraires 
periodiques. 

On peut toujours supposer a une fonction reelle. Tani que a* est su- 

perieur a — ^» 6 et c sont reels, el il en est de meme de B et C. Lorsque a^ 

est inferieur a —^j b et c sont imaginaires conjugues, et par suite aussi 
B et C, de sorte que z est toujours reel. Si Ton fait 

a= > 

m 2 



on aura 



6 = — (i-f- e»?), c = — (i -f- e-»t) 
am 2m 



et Ton pourra donner a 9 des valours reelles quelconques ou des valeurs 

imaginaires de la forme ?v/— i . Ces deux systfemes de valeurs corres- 
pondent aux deux cas qui viennent d'etre signales a I'instant. 

L'un des exemples les plu^ simples s'obtient naturellement en sup- 
posanta, A, B, C des constantes arbitraires. Alors Tune ou Tautre des 
equations (17) etablit entre a elm la relation finie et transcendante 



loga — s/m^a^ — i logft = o, 

h ayant toujours la valeur (i4). Je ne m'arreterai pas ^ la discussion 
de cette courbe particuliere. 
Enfm on pourrait deduire de Tanalyse precedente ce qui est relatif 
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aux courbes planes, en considerant ici la premiere podaire. Mais si Ton 
voulait trailer la question par cette methode, le plan simple serait de 
remonter aux equations (4) et (5), et d'y faire tout de suite z egal a 
zero. Le reste du calcul s'achbverait sans peine, et il ne differerait pas 
essentiellement de celui qui a ete ci-dessus developpe specialement 
pour le cas dont il s*agit. 

§ V . — Des courbes semhlahles aux lieux correspondants des centres 

des spheres osculatrices. 

1. Si Ton designe par a, /3, 7; g, n, 5; X, jul, v les angles qui deter- 
minent, par rsgpport a trois axes rectangulaires fixes, les directions res- 
pectives de la tangente, du rayon de courbure et de I'axe du plan os- 
culateur, au point (a?, j, z) d*une courbe quelconque, on a les quatre 
groupes ordinaires de formules 

!dx = cos ads, rfcosa = cos^rfo-, 
rfcosX = cos5(/T, rfcosg= — cosarfo-— cosXrfr, 

Oil ds, d(j, dx representent la difierentielle de Tare, Tangle de contin- 
gence et Tangle de torsion. En posant 

(rfcos^)' -f- [dcosmY -^ (rfcos^)' = rfa' -h rfr' = dv\ 
on tire de ces relations 

dd cosl = — cos^rfv*— cosarfrfff — cosTiddz, 
et, par suite, 

(dd coslY 4- (ddcosYiY -h {ddcos^y = dv* -h {ddvY -+- (d dT]'={ddp)\ 

dv et ddp etant introduits auxiliairement. Si Ton considere comme 
connues ces deux quantites et qu'on pose 

(2) d(T = dvs\n(fj dz = dvcosc^y 

on aura, pour determiner 9, Tequation 



(3) * rf<p = — ^{ddpY — (d dvY — du* = dv i/ -^^ — i -rfulangr, 
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B designant ie rayon de courbure de la courbe spherique qui aurait 
pour coordonnees rectangulaires cos^, cosy?, cos^, et i elant Tincli- 
naison de ce rayon sur le plan de la tangente spherique correspondante. 
Lorsque ces trois cosinus sont connus, on pent determiner or, jS, 7; X» 
fly V au moyen des formules 

/ /v jrfo" J rfcosf y dv^ 

(4 — cos a a-;- =d — 7—-^ -f- cos £-7-? 

(5) _cosld^=d-j^ + coslj^, 

que I'on deduil des expressions ci-dessus de ^cos^ et ddcos^, en ex- 

cluant le cas ou -j- est constant, c'est-a-dire le cas des helices, qui doit 

etre et sera examine a part dans ce qui suit. 

Enfin je rappellerai qu'en designant par x^, jo» ^o les coordonnees 
du centre de la sphere osculatrice relative au point [x^y, z), par cfro» 
d^of dzo la differenlielle de Tare, Tangle de conlingence et Tangle de 
torsion de Tarele de rebrousscment (a?o,yo» «o) de la surface polaire, on 
a les relations 

dK 

(6) Xo = ^-*- Rcos$— ^ cosX, 

{ 7 ) dxo = ^z dsg cosX, 

(8) rfr = rfo'o, rfro = rfo", 

(9) rf5. = ih(Rrfr+rf^), 

dans lesquelles dso doit avoir le meme signe que ds. ( Toir Texcellent 
Cours de Calcul diffdrentiel et integral de M. J. -A. Serret, t. I, p. 43o 
et suiv.) 

2. Cela pose, si Ton s*impose la condition que la courbe {x^y^z^) 
soit semblable a la courbe [xyz), en nommant a?|, y,, z^ les coordon- 
nees du point de cette derniere courbe, qui est Thomologue du point 
(^0 Jo 2o)» ^^ pourra toujours, d'apres une remarque precedemment 
faite, supposer aux axes une position telle, que Ton ait 

(10) mj;. = a:, cose -h j, sine, mj, = — a;, sine -f- ji cose, mz. = z„ 
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eD sous-entendant, s'il le faut, aux seconds membres des constantes 
additionnelles. 

La differentiation de ces equations, en observant que mds^ est egal 
a rf5|, et ayant egard k (i) et a (7), fournit 

!q= cosX = cos a, cose -4- cos|5, sins, 
qp cosfji = — cosa, sin e -f- cos(3, cose, 
ip cosv = cosy,. 

Eh faisant attention que d^^ est ici egal a d<7^^ et que, par suite, d'a- 
prfes (8), 

(12) dz=^d(7ty 

la differentiation des precedentes equations donne, en faisant toujours 

usage de (i), 

Iqz cos^ = cos^, cose -f- cosyj, sine, 
qzcosyj = — cos$, sine-f- cosn, cose, 
ipcos? = cos?,, 

d'oii, en differentiant et faisant la somme des carres, resulte d'abord 

(i4) dvi = ±dvf 

le signe ambigu n'ayant pas jusqu'ici de d^pendance necessaire avec 
les precedents. 

L'integration des equations (i3) rentre, conime cas particulier, dans 
celle des equations considerees au § HI; mais on pent aussi, si Ton 
veut, les integrer directement comme il suit, en sous-entendant tou- 
jours que toutes les variables introduites sont des fonctions d'une eer- 
taine variable independante t dont la difference constante est Tunite, 
et employant les indices i, 2,... pour indiquer lesvaleursdes fonctions 
qui repondent aux valeurs / -h 1 , ^ 4- 2, . . . de cette variable indepen- 
dante. La troisieme (i3) montre d'abord que 

^ etant une fonction arbilraire p^riodique et n un nombre entier quel- 
conque, impair dans le cas du signe superieur, pair pour le cas du signe 
inferieur. Puis, en posant 

cos^ = sin? cos6>, cosyi =sin?sin6), 
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lesdeiix premieres (i3) deviennent 

. ^ . j,cos(&), — 6) . ^ . ^sin(6), — e) 
insin? = sin?, ^ > 3isinS = sinC, — -, -i 

d'oii Ton tire 

lang (ci)i — e) = langw, 

et, par suite, 

w, — w = /i'7r-f- e, 6) = (/i'7r 4- e) / -4-I5J, 

/i' etanl ud nonibre entier quelconque et sr une fonction periodiqoe 
arbitraire. On satisfera a la condition relative a Tambiguite des signes 
en prenant toujours n! pair> et supposant n impair ou pair suivant que, 
dans les premiers membres de (i3), on doit adopter les signes supe- 
rieurs ou les signes inferieurs. On aura ainsi, sous ces conditions, 

( cos 5= sin(/i:r/ -h i|;)cos(n'7r 4- e/ -hcj), 
('5) < cosy)= sin(n7r/ -4- ij>) sin(n'7r-l- e/ H-w), 

( cos? = cos (/ITT/ -H vp). 

En absorbant rin dans £, suppose different de zero, on pent encore 
adopter les formules equivalentes 

(i5') cos5 = v^i--c^cos(€/-t- cj), cosyj = ^i — c»sin(6/ -Hbj), cos$ = c, 

cetant une fonction arbitraire periodique, paire dans le cas des signes 

inferieurs, impaire dans le cas des signes superieurs, et ^i — c^ de- 
vant, dans ce dernier cas, etre assimile k une fonction periodique 
impaire. 

Maintenant, les expressions (i 5) ou (i5') ^tant inlroduites dans (3), 
on en conclura tf par une quadrature et, par suite, dtj et dx au moyen 
de (2). Mais il y a une condition particuliere a remplir, a savoir la 
condition (12), laquelle revient a 

cfuisinf, = {/ucos<p, ou sincp, = ±cos9, 

et, par consequent, on a 

(16) (p,q:9 = (2/>-+-i)^, 

p etant un nombre entier quelconque, pair quand on prend dans (i4) 
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le signe sup^rieur et impair dans le cas contraire. La quadrature (3)» 



savoir 



9= /{/u tangly 



• fournira une expression de la forme 

A et* etant des constantes, et/{t) une fonction p^riodique^ ginerale- 
ment paire. En la supposant paire, il faudra prendre dans (i6) le signe 
sup^rieur, et Ton aura 

ce qui servira a determiner £ g^neralement, en supposant connues 
toutes les autres quantites. Si/(/) pouvait etre impaire, il faudrait 
prendre dans (i6) le signe inferieur, et Ton aurait 

2A=(2p-M)-9 
^ 2 

k devant etre nul dans le cas present. 

Les angles a, p, y se tireront ensuite des formules (4)9 en supposant 

toujours variable le rapport -^ = tangy. Puis, en observant que 

rffo = — rf^i = -— Ri d^i r= — R, dr, 
mm m 

r^quation (9) pourra s'^crire 

,rfR 

' m dr 

Quand on aura tire R de cette Equation, on obtiendra iinalement x^ 
y^ z par les quadratures 

(i8) a:= iRcosarfo-, 7= 1 Rcosprfo", «= I Rcosyrfo*. 

3. La diffieulte de la question est reduite actuellement k Tintegra- 
tion de Tequation (17). II s'offre immediatement un cas particulier od 

Annates de I'tcole Nonnale, a« S^rie. Tome HI. 44. 
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la difiicuUe disparait : a est le cas oil Ton suppose R constant. On salt 
que, R etant constant, I'arete de rebroussement de la surface polaire 
se confond avec le lieu des centres de courbure. Dans la question pre- 
sente, il faudra prendre m= ±1; Tequation (17) sera identique, el/ 
ayant adopte les formules generales (i5), la solution s'achevera comme 
on vient de Tindiquer. 

Lorsque R est suppose variable, en mettant en Evidence la variable 
ind^pendante t, Tequation (17) pourra s'ecrire 

oil, pour abr^ger, on a pose 

Ri etant cense repondre actuellement a la valeur / + i de /• 11 convient 
de remarquer, a ce propos, qu*en vertu des relations (2). (i4), (i6). 
on a 

77/^- ^ .TTT cos'9. - 7771 sin>(p = -.- - -^, 



et, par suite, 



-r-} = -j-'i c'esl-a-dire 6, = 0, 
a/' dl^ 



en sorte que est une fonction periodique dont Tamplitude de periode 
est 2. 
Cela etant, si Ton differentie deux foisde suite I'equation (i7')» on en 

deduira -^ -? —r-r '^^ wioyen de R et de ses derivees jusqu'au quatrieme 

ordre. En changeant ensuite, dans la meme Equation, ^ en / •+- 1 , on aura 

une nouvelle equation d'oii Ton pourra eliminer R,, -.p -—■ au moyen 

de (17') elle-meme, et des expressions de -^ '» -^— ^ qu'on en a tout a 

rheure deduites. L'equation a laquelle on arrivera ainsi sera a coef- 
ficients periodiques, en prenant 2 pour amplitude de periode, et ren- 
trera consequemment dans la classe de celles dont il a ete quieMian 
au § II. 
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i. Je vais examiner, avec quelques details, le cas, jusqu'ici exclu, oil 

le rapport ^ = tang^ est suppose constaDt. La formule (3) niontrc que R 

est eonstamment egal a Tunite, dv, par sa nature, ne pouvant etre tou- 

jours nul. La courbe spherique (cos?, cosyj, cos?) est done presentement 

un grand cercle, et il existe, en consequence, une relation lineaire entre 

ces trois cosinus : ce qui resulte aussi, d'ailleurs, de la consideration 

des equations (4)9 qui s'integrent imm^diatement dans le cas present. 

Ainsi Ton a 

g cosl -h g' cosm -f-g"cos? — o, 

g, ^ y g" etant des constantes. En subslituant, dans cette relation, los 
formules(i3), changeant dans le resultat trouve ^ en ^ — i, ct sous- 
trayant ensuite Tequation precedente, on aura 

( g'cos- -t- g-sin- j cos? = (gfcos g'sin- j cos*/}, 



en mettant de cote Thypothese de sin- egal a zero. Cette equation, jointe 

a la precedente et \ Tequation ordinaire entre les trois cosinus, fournit 
pour cosS, COSY], cos? des valeurs constantes (circonstance qu'on pent 
exclure), a inoins que g et g' ne soient nuls en ineme temps. II Taut done 
que cos^soit nul, et les equations (i5) peuvent etre reduites aux sui- 
vantes : 

cos? =3 — cos (7: -4-6/ -f- cj), cosy3=: — sin (tt -+- 6 / H- Cj), C0S?=:O, 

OU Ton a adopte les signes actuels, a cause que, dans (i 3), il faut prendre 
les signes superieurs par la raison indiquee un pen plus loin. On a, par 
suite, 

rfy = rf(7r -h e/H-Cj), U=:7:-l-€/ -f- BJ, 

et, conformement a (i4), 

La relation (i6) exige en meme temps que 9 soit egal a {ip 4 i) ^j ou 
simplement a j^ Comme ici 

cos? = -— cosu, cosyj = — sin u, 

44. 
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si I'oQ se reporte au calcul de rOuvrage cite (p. 448 et suiv.) on aura 

cosai= — f ^sinu, cosp= jV^cosu, cosy=J^a; 

cosX = — "J v^2sini;, cosfx= -J ^2C0Su» cosv = — -^ ^2; 

cosy et cosv etant constants et de signes contraires, la dernibre (ii) 
montre que, dans les groupes (12) et (i3) et, par suite, dans (17), il 
faut adopter les signes superieurs. Enfin, d'aprbs (2), 

de sorte que 

(/r= — jRsinurfu, dx= iKcosvdv, rf-s^J-Rrfy, 

et il faut determiner R au moyen de I'equation 

R, 4- R -4- 2 -7— = o, 

m au* 

ou, R etant censS une fonction de la variable independante actuellei^, 
Ri est la valeur de cette fonction qui repond k la valeur suivante U| : 

de cette mSme variable independante. En appliquant a T^quation pre- 
cedente la methode ordinaire des exponentielles, on aura 

les Ap etant des constantes arbitraires, et le 2 s*etendant aux racines 
en nombre infini de Tequation 

(p) e^ — m(i -+■ 2p» j = o. 

De ces diverses expressions on conclut 



a? = -\ — ^e^"(cosy — p sinu), 
2 ^ I -+- p» ^ ^ ' 

r = - > — ^e^^fsinu H-pcosv), 



%jU P 
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les seconds membres ^tant augmentes^ si Tod veut, de coDStaDtes ar- 

bitraires. 

On peut faire generalement une verification, en calculant x^^ y^f z^^ 

au moyen de (6) d'une part, et en deduisant, d'autre part, ces memos 

quantites des formules (lo). Les formules (6) deviennent, dans le-cas 

present, 

J, dK , -, . rfR rfR 

x,--^a? — Rcosu-f- -T-slnu, /. =j — Rsmu— -7— cosu, a, = «H- --r-f 

et, en y introduisant les expressions prec^deRtes, on obtient 

— X9= - y 5^ Ape**" (cosu — p smu), 

~^'~ZZd V+^^" A,e»«(slnu + p cosu), 

I V 14- 2P' . 



D'un autre cote, les memos expressions de a?, ^, z donnent, par 
exemple, 

I V^ A 

JT, cos£4- jisine= Z,^^ — ^ e^"( cosu — p sin u), 



et, en eliminaut e^^ au moyen de Tequation (p), le second membrese 
reduit a 



I V^ I -4- i p* 

m-y ^7- Ape^'( cosu— p sin u), 

2 ^ I -4- p* '^ ^ 



c'est-Mire h ma?o> ce qui est conforme aux conditions (lo). 

Dans le cas tres-particulier ou R est suppose constant, Tequation aux 
differences melees qui doit determiner R exige, comme on Ta dejk dit, 
que m soit egal a I'unite. L'equation {p) admet alors une racine nuUe, 
et Ton retrouve une helice ordinaire en faisant p nulle dans les expres- 
sions ci-dessus de x et de y; quant a 2, comme on peut ajouter une 
constante arbitraire au second membre, on pourra poser, en passant a 
la limite, 

—2 4- const. = o. 
P 
On obtiendra ainsi 

ar = iRcosv, / = 7Rsinu, z = iRu, 
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On peut remarquer gen^ralemeDt que, dans les equations qui four- 
nissent la solution pour le cas des helices, la quantite A = € + 71 reste 
arbitraire, noais toujours differente dezero. dependant, en la supposant 
infiniment petite, on obtient 



=±V^ 



— m 

- 1 



et ces deux racines fournissent une helice qui r^pond encore aux con- 
ditions geometriques de la question. 

Le cas le plus simple, apres celui de Th^lice ordinaire signale il y a 
un instant, est celui oii Ton prend, dans Fexpression ci-dessus de R, 
une seule exponentielle. En se donnant a volonte une valeur reelle 
de p, on peut tirer /n ou A de Tequation [p). Si Ton designe par a et c 
deux constantes reelles quelconques, et qu'on pose 

P — tangc, 
on aura 

x = a cose cos (u 4- c) e'***"^*:^ x^a cose sin (v -h c) e'"°«% z=za coicc^*^'**, 

d'oii 

Iang0==: ~ = lang(v 4-c), r= ^:c'-f->' — acosce''**"'^ 

et, par consequent, 

la base du cylindre est done une spirale logarithmique, et Ton obtient 
la courbe (a^o.jo. ^o) en faisant tourner Thelice actuelle [ooyz) de deux 
angles droits autour de Taxe des z, puis la dilatant suivant les z et les 
rayons vecteurs r dans le rapport de i -h a tangle a Tunite. 

Je ferai remarquer, a propos de cet exemple, que si Ton prenait, un 
peu plus g6neralement, Thelice 

x=zacosQe^y 7~asln9e^, z=zbe^^ 

oil a, 6, k sont trois constantes quelconques, de sorte que la base du 
cylindre est toujours une spirale logarithmique, mais la courbe coupe 
actuellement les generatrices sous un angle quelconque (et non plus de 
45 degres), on trouverait, pour Tarete de rebroussement de la surface 
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polaire, une courbe de mime nature, mais non plus semblable g^n^ra- 
lement a la proposee. 

On aurait encore un cas, relativement simple, en se donnant arbi- 
trairement deux valeurs de p et determinant /n et h au moyen des deux 
equations obtenues en substituant dans Tequation (/>) les deux valeurs 
dont il s'agit. 

II resterait k separer, dans le cas general des helices, les racines de 
Tequation (p), ce qu'on pourrait faire par les methodes de Cauchy ou 
autrement; mais j*ai cru pouvoir me dispenser de ce calcul. 

Je me dispense egalement d'examiner particulierement Thypothese, 
exclueen passant, oil Ton admet que £ est egal k zero. 

Enfin je ferai remarquer, en terminant ce paragraphs qu'on pour- 
rait imaginer d'autres questions, non depourvues d'interet, en faisant 
intervenir, au lieu de Tarete de rebroussement de la surface polaire, 
les developpecs gauches ou le lieu des centres de courbure; mais il 
m'a paru, d*apres un apergu rapide, que les diiBcultes d'integration 
devenaient beaucoup plus grandes. 

§ VI. — Generalisation d'un probleme d'Euler. 

1. Le probleme d'Euler dont il s'agit ici pent etre enonce, si Ton 
veut, de la maniere suivante : t Trouver la courbe dans laquelle le 
carre de la normale en un point quelconque surpasse d'une quantite 
constaate donnee I'ordonnee elevee par le pied de cette normale et ter- 
minee a la meme courbe. > La question correspondante, pour le cas des 
trois dimensions, doit avoir pour objet naturellement de c determiner 
la surface telle, que le carre de la normale, terminee au plan horizon- 
tal des xy, surpasse d'une quantite constante donnee Tordomiee ver- 
ticale de la meme surface menee par le pied de cette normale. > 

En designant par/(a7, j) Tordonnie verticale de la surface, relative 
au point quelconque {oo,y,/), para?,,^! les coordonnees du point oil 
cette normale rencontre le plan des xy, on voit tout de suite que les 
equations du probleme actuel sont 



(^-^£-^^)/^-*-t/(-"^')l' 
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k ^tant une constante donate; mais, en vue d*une certaine extension 
analytique, je prendrai le cas de la Geometrie a n + i dimensions, et 
je considereraiy en consequence, le syst^me d'equations 

^df j^df ^df 

oil la fonction inconnue / depend des n variables ind^pendantes x^ 

y^ • • • > ^» 

Gonform^ment a ce qui a et^ dit au n^ 4 du § I, on pent regarder x, 
yf..>9 z comme des fonctions indeterminees de n nouvelles variables 
independantes /, dyM^ret o?!, ji,..., jzi comme les valeurs que pren- 
nent ces fonctions quand les nouvelles variables independantes s*ac- 
croissent simultanement de Tunite. La caracteristique A etaut censee 
r^pondre k Taccroissement total d'une fonction, si Ton pose 

le precedent systeme d'equations pourra etre remplace par le suivant : 

I. du . du . du 

dx ^ dy dz 

Am -4- A- = (Ax)' 4- (A/)* 4- . . . 4- ( Az)'. 

2. La relation identique 

du du dx du dy du dz 

'di'^d^dF'^dxdt'^"'^dzdt 

revient, en vertu de la premiere ligne (i), a 

du . dx . dy* . dz 

et Ton aurait pareillement 

/ #x du K dx K dr , , dz 
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La comparaison des deux expressions de ^r^' deduites de (a) 
et (2'), fournit 

dx ddx dx dAx dr d^r dy d^y 



, dt do de dt ^ dt de de dt 

(dz d^z dz d^z 
'^It'de^de TT ■" ^' 

et les ^ equations comprises dans ce type expriment certaines 

conditions d'integrabilite qui seront utiles tout ^ Theure pour un cas 
particulier, mais dont la consideration pent aussi etre evitee, comma 
on le verra plus loin. 
La differentiation de la dernifere equation (j) donne 

. du ^ d^x . rfAr ^ rfAz 

mais, en differentiant par A Tequation (2), on a 

, du . rfA:r dx . . dAx , . 

A -TT == 2 A X —J- — h 2 -J- A A j: -f- 2 —j—- A A^ -f- . . . , 
dt dt dt dt 

en sous-entendant les termes analogues en /,..., 2. Si Ton observe que 

dxt dx rfAx 

la comparaison des deux precedentes expressions de A ^r- fournit la 

premiere du groupe suivant, les autres Equations de ce groupe prove- 
nant d*un calcul analogue, 



d^i A A dyt . . dzx . . 

-J- A A^ -f- -j- A Ar -h . . . -h -TT A A-3 = o, 
dt dt -^ dt 

. dXi . . rfr» A A ^^« A A 

(4) W^^^'-^7/o^^-^-^---^-J-e^^^ = °' 



dXi . . rf^l A A ^^t A A 

, -T- A Ax- -f- -j- A Ar -r- . . . 4- - - A Az = o. 
dz dx ^ dx 

Annates de I'F.cole Normale, 2« Serie. Tome III. 4^ 
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Comme le determinant fonctionnel 



dxt 
dt 


dr, . 
dt 


dzx 

" dt 


dx, 

de 


dr, . 

d9 


dz, 

•' d9 


• • • 

dx, 
dr 


• • • • 

Jr. . 


t • • • • 

dz, 
" dr 



ne pent etre identiquement nul, sans quoi les variables a?i, y^ . . . , £« 
ety par suite» aussi x^y^...y 2 ne seraient pas ind^pendantes, les Equa- 
tions (4)» en y regardant A Aj?, A Ay, - • • » ^ A2 comme des inconnues, 
exigent qu'on ait 



(5) 



AAx==Oy AA/ = o, ...> AA2 = o. 



3. Avant de continuer la solution dans sa g^nEralitE, j'examinerai 
un cas particulier, qui se presente assez naturellement, et qui repond 
k la supposition speciale, savoirque x ne depend que de t^y que de 

5,..., ^ que de t. Cette supposition rend identiques les ^ 6qua- 

tioDS (3). De plus, les^quatioDs (5) fouroissent toutde suite 



(6) 



a; = a/4-a', J^= 60-4- 6',..., <2 = CT-f-c', 



a eta' etant des fonctions arbitraires et pEriodiques de /» dont elles de- 
pendent uniquement; b et V des fonctions arbitraires et periodiques 
de Of dont elles dependent uniquement, etc. En observant que, dans le 
cas present, on a 



(7) 



du 


du dx 


dt ' 


" dx dt 


du 


du dy 


dd' 


~dx de 



A dx 



Id at da'\ 

""[-dF^-dt)^ 



= ^b( 



d be db 



de de 



db'Y 

de)' 



on en conclut que u est de la fortne 



?{0 + We) + ... +x(t). 
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et que, par suite, 

All = A9 4- Aij; 4- . . . 4- Ax- 

La derni^re Equation ( i ) devient done 

A9 4- A^J^ + . . . 4- Ax -^ A* = a' + 6' 4- . . . 4- c» ; ' 

etf par consequent, en d^signant par a, |3,..., 7 des constantes arbi- 
traires, assujetties toutefois k la condition 

a4-(34-...4-y = /r, 

la comparaison des termes de m^me nature, dans les deux membres de 
la precedente Equation, exige que 

A<p = a*--a, Ai|;=6*— p,. . ., Ax=c*— y. 

Chacunedeces equations s'int^gre tout de suite, isolement; et, si 
Ton designe par a'\ &'',..., c'' des fonctions arbitraires et periodiques 
de /, d,..., T, respectivement, on a finalement 

(8) a=:(a»— a)/4-a*'4-(ft»— (3)9-h6''4-...4-(o> — y)T4-c^. 

La substitution de cette expression dans les Equations (7) fournit, 
entre les fonctions arbitraires, les relations suivantes : 

da' da" 

. .rf6' db" ^ 

(9) / *'-^^*rf9-W^P^^' 



dc' dc" 



dx dr 

d'oii Ton pent deduire, si Ton veut, sous forme finie, les fonctions a, 
6,..., c, en prenant arbitrairement les 2n fonctions periodiques d'une 
seule variable respectivement : a', a"; b\ b'\... ; c\ d'. 

On pent remarquer que I'elimination des param^tres /, d,...,T entre 
les equations (6) et (8) ne donne pas pour u une fonction de la seule 
quantite (a?^4-j^ 4-... 4- 2^) et qu*ainsi, dans le cas des trois dimen- 
sions, la surface ne resulte pas de la rotation autour de Taxe des/ de 

45. 
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Tune des courbes planes r^pondant au problfeme d'Euler. Si u etait ef- 
fect! vement une fonction de (a?' -f- y' -+-...-+- «^ ) seulemeDt» ar, j, . . . , z 

devraient etre proportionnels k ^» ;t'»'"' j"' ^^» d'aprfes (i), a Aj?, 
Ay,..., Az : on devrait done avoir, en ayant ^gard k (6), 

of ^ V & 

a b c 

r^sultat inadmissible, car. Aslant une conslante, il en resulterait 

a o c 

a' y c' 

et les fonctions — 9 7-> • • m — ne seraient pas p^riodiques. 

Lorsqu'il n'y a qu'une seule variable independanteo?, la solution ci- 
dessus se confond avec celle de Poisson, laquelle n'est ni moins com- 
plete ni moins uniforme que celle de M. Ellis, rapportee par 
M. Boole (*). Si, en efTet, au lieu de tirer a de la premiere equa- 
tion (9), la seule qui subsiste actuellement, on tire a" de cette meme 
equation, la solution est representee par les formules 

X = at -k- a', 
r / da da'\ . 

qui ne difibrent que par la notation de celles de M. Ellis. De plus, il 
n'est pas tenucompte, dansla solution rapportee parM. Boole, de la re- 
marque que fait Poisson a la page 146 (3°) de son Memoire. Conforme- 
menta cetteremarque, il faudrait examiner si laquantite que M. Boole 
designe par Uf^^ ou x(^) ne pent pas etre constante. Cette bypotbese 
donnerait le cercle comme dans la solution de Poisson. Cette courbe 



( * ) Dans Texcellent Ouvrage sur les diffi^rences finies de ce dernier auteur, on trouve, k 
la page ^^S, le passage suivant : a The following once famous problem ingaged in succession 
the attention of Euler, Biot and Poisson. But the subjoined solution, which alone is ca- 
racterised by unity and completeness, is due to the late M. Ellis ». {Cambridge Journal^ 
vol. ni, p. i3i). 
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particuli^re est d'ailleurs fournie k M. Ellis par un certain facteur qui 
se trouve, d^s le d^but, 6gale k zero. Mais k ce point de vue, bien par- 
ticulier il est vrai, la solution de M. Ellis, telle qu'elle est rapportee 
par M. Boole* serait moins complete que celle de Poisson. 

4. J'ai suppose jusqu'ici que la caracteristique A correspondait a 
I'accroissement simultane un de toutes les variables independantes. 
Mais, d'aprfes ce qui a &1& dit au § I, on pent supposer, sans nuire a la 
generalite de la question , que cette caracteristique correspond a Tac- 
croissement un de I'unique variable t^ les autres variables d,..., r ne 
changeant pas. En se plagantj desormais k ce point de vue, les equa- 
tions (5) auront pour integrales 

(lo) x = at-ha% jr=bt -h b\..., z=zct-^&; 

a, a', 6, h\...,c, d 6tant des fonctions tout k fait arbitraires de /, 
fi,..., T, mais p6riodiques relativement k la premiere de ces variables. 
Par la substitution dans les Equations (S), on obtient les deux groupes 

da da da' da da' __ 

^de'^de'dt'"dide'^ °' 



da da da' da da' __ 

da da' da da' _^ 

de dx "^rfT rfe ■*'--~^' 



oil il faudrait 6crire les termes analogues en 6, b\...\ c, c\ Le pre- 
mier groupe est forme de [n — i) equations oil figurent les d^riveespar- 

tielles relatives k /, et le second groupe contient les (^ — 0(^ — ^) 

Equations oil ne figurent pas de deriv6es relatives k cette meme va- 
riable. 

Ici s'offre encore naturellement une maniere toute particulifere de 
satisfaire k ces conditions d'intSgrabiUtd : elle consiste k supposer que 
a' est une fonction arbitraire dea; b' une fonction arbitraire de b;.... 
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Bien que ce cas puisse 6tre cens^ compris dans la solution gdn^rale, 
donn^e un peu plus loin, il m'a paru convenable de le trailer directe- 
ment, k cause de sa simplicite relative. D'apr^s Thypoth^se multiple 
qui vient d'etre faite, les Equations du second groupe deviennent iden- 
tiques; et quant k celles du premier, elles se r^duisent k 

da . db dc 



da . db dc 

ar OT ax 



de sorte que, en posant 

h^ ne pent etre qu'une foDCtion periodique de /» independante de 
d,..M 'r- Pour simplifier je supposerai h tout k fait constant, c'est-k- 
dire independant aussi de /. La derniere Equation (i) devient d*ail- 
leurs, dans la meme hypoth^se, 

d'ou 

V ^tant une fonction arbitraire de d,..., r, contenant/ sous forme perio- 
dique. On aura ensuite, d'apr^s (2) et (2'), 

rf(/ . . , . . rfa' . dV dc' 

dv da' .db' dc' 



et, par consequent, 



c= (A-H- A*) /-i-2 jadaf-hi Ibdb' -^ , , .-^7, jcdc\ 
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Comme 9 doit Mre periodique par rapport k t^ il faut prendre n^cessai- 
rement A* = — *. 

5. Je reviens au cas gdn^ral. En posant, pour abr^ger, 
et, substituant les valeurs (10) dans (2) et (2'), on obtient 



du . rdr I da' , db' dd 

-J- =r 2 r' -4- 2 / 

at 



rdr I da' .db' ddX 

-dJ'^''\'-dt^^Tt'^''^'Tt) 



» 



du rdr I da' . db' dc'\ 

' 9 



dd 



rdr I da" . db' dc'\ 

^'-M+^VTQ-^''d6^ •■-^'de) 



On a aussi 



Att= r' — A*; 



d'ou 

(11) tt=(r»— A-)/-f- V, 

V etant une fonction arbitraire de toutes les variables ind^pendantes, 
mais periodique relativement k t. De la resulte, en ayant 6gard aux 

prec^dentes expressions ^^ w7' ^' * • » 

(12) dv = {r* -^ k) dt -{- 2ada' -h 2 6rfft' 4-. . .-4- icdc'. 

Soit pris arbitrairement 

(l3) i; = F(^0,...,T), 

F etant une fonction donnee quelconque de t, &,..., t, contenant tou- 
tefois sous forme periodique seulement la premiere de ces variables. 
Soient, en meme temps, 

|a' = 4; (/, e,...,T), 

v{;,..., / ^tant des fonctions arbitraires independantes, de la meme 
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nature que F. Od tirera de ces dernibres Equations 

/ =m{a\ b'y. . .,c'), 

(,5j / = p(a', 6',...,c'), 

J * 

T =:r&)(a', 6',. . ., c'), 

9 

et, en substituant ces valeurs dans Ft cette dernifere quantity deviendra 
une fonction de a\ b\...,c' que je designerai par w. L'equation (la) 
donnera done 

(i6) dw= (r'-h k)dxs-^^{ada' -^ bdb'-h., ,-\- cdd\ 

d'out k cause de I'independance des variables a\ &',..., c\ r^sulte 

('••H-A-)5^+2a-5-,=o. 
/ . ft dm , dw 

(.7) /('"+*)rf6^+^*-dr'=°' 



, ^ f .dm dw 



On tirera de ces equations les valeurs de a, 6, . . . , c en a\ b\ .. .^ c'; 
apr&s quoi on pourra remettre pour a\ b\..., d les seconds membres 
des equations (i4)- 

II est presque superflu de faire observer que les expressions de a. 
&,..., c ainsi trouv^es seront p^riodiques relativement k ^ et que, de 
plus, la solution definitive n'exige, en r^alite, aucune integration. 

Les equations (17), ecrites comme il suit : 

. dw , . , 1 ^dm 

(.7') r^^db'~^''^^'^db'' 



dw , . 1 ^dm 



etant elevees au carre et ensuite ajout^es, donnent 

(18) P(r»-4- ky- 2Q(r«-f-/f)-4-R==:o, 
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oil, pour abreger. 



p- 


da'* ■*" rfft'» 


Q- 


diB dw 
da' rfo'"^- 


R- 


dw* dw* 
da" "^ db'* 



2 



dm 
dc'* 

dm dw 
Jd Ic' 

dw 
dd 



1 



> 



4A-. 



En resolvant I'unique equation du second degr6 (i8), pour en tirer 
r^-f-^, on obliendra done immediatement, par (17'), les expressions 
finies de a, 6, . . ., c. 

Maintenant il est clair que, dans Tapplication, il n'est pas neces- 
saire, quand on a pose les equations (i4)» d'en deduire les Equations 
inverses (i5).0n pent, en eflet, par les formules ordinaires, pour le 
changement des variables independantes, ne faire figurer directement 

dans les equations (17') et (18) que les derivees ^j 5^''"*' ^' "^T"' 

^)-«-5 ^-'•••3 ^' rf^'***' Z^' mais il me parait assez inutile d'ef- 

fectuer cette transformation generale, qui n'offre aucune espece de dif- 
ficulte theorique nouvelle. 

II faut remarquer que la solution precedente, qui pent etre regardee 
comme generale, laisse echapper certains cas particuliers. Elle sup- 
pose implicitement, en effet, que lesfonclions a',6',...,c'sont indepen- 
dantes entre elles. Si Ton faisait une hypothese contraire, il faudrait 
revenir a la differentielle (12). Comme des 2/1 fonclionsa, a'; i, i',...; 
Cyc'y /I — I doivent elre independantes, afin que, d'aprfes (10), a?, 
y,..., z le soient egalement, il faudrait partager ces fonctions en deux 
groupes, en specifiant quelles sont celles qu'on suppose independantes, 
el considerer toutes les autres comme des fonctions de celles-la, et de t 
si Ton veut. Alors on deduirait de (12) n relations que je ne develop- 
perai pas davantage, pour ne pas trop insister sur le probleme actuel. 
On trouve un exemple particulier de ce qui vient d'etre dit dans le cas 
special developpe au n*' 4, oil un nombre quelconque des quantites a', 
6',..., c' peuvent etre supposees constantes; mais los n equations dont 
je viens de parler exigent, suivant le choix des variables independantes 
adoptees, des developpements ulterieurs plus ou moins complexes. 

Armales de Vicole Normale. a" S^rie. Tome III. 4^ 
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Au reste, on peut observer g^n^ralement que si, apr^s avoir pose 
les equations (i3) et (i4)> on conserve pour variables independantes 
lesquanlit^s /, d,..., t, Tequation (12) fournira immediatement 

d^b dx dF 



rf+ dx dF 

dz dx dr 



On voit sur-le-champ qu'on peut deduire a, &,...» c de ces equa- 
tions moyennant la resolution d*une Equation du second degre et d'au- 
tres du premier. La formation de cette equation est moins simple que 
lorsqu'on prenait a\ 6\..., & pour les variables independantes ; mais 
on a ici Tavantage que les quantites que Ton a en vue de determiner 
se trouvent tout de suite exprimees au moyen des variables indepen- 
dantes les plus naturelleSy /, d,..., r. 

Par exemple si, prenant le cas des surfaces, on pose 

^ = 6% a'=esln2 7r/, 6' = 0cos27r/, 
r^quation (12) fournira 

asinaTT/ 4- 6cos27r/= 6, 

•— acos27r /H- 6sin2 7r /= , ^ ; 

en faisant la somme des carr^s, on aura une equation d'oii Ton de- 
duira 

^:^ = 27re±v/(47r'~i)e'-A-, 

et Ton conclura ensuite a ei b des deux equations precedentes. 
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IX. — Refraction dans un prisme. 

Dans un travail precedent ('), j'ai etudie par la ih^orie et par I'ex- 
p^rience les phenomenes de reflexion et ceux de diffraction, au point 
de vue de Tinfluence que peuvent exercer le d^placement de la source 
lumineuse et le mouvementde Tobservateur; il me reste maintenant ^ 
passer en revue les experiences dans lesquelles la lumiere traverse un 
milieu refringent. J'examinerai d'abord la refraction ordinaire. 

Influence du diplacement de la source. — Le probleme ne presente 
pas de difficultes si la source de lumiere est seule mobile, le prisme 
refringent etant fixe avec I'observateur. Dans ce cas, les ondes inci- 
dentes sont modiiiees par le d^placement de la source (^) etTon peut 
aisement calculer lechangement qu'eprouve la refraction : j'iudiquerai 
quelques exemples du calcul, parce que j'aurai a en faire usage plus 
tard. 

Supposons qu'une source qui emettrait, k T^tat de repos, une lu- 
miere homogene de longueur d'onde X marche vers un prisme r^frin- 

(') Annates scientifiques de VEcole Normale supSrieure, a" s^rie, 1. 1, p. 157. 
(*) Loc. cU,j p. 17a. 

46. 
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gent avec la vitesse de la Terre, la longueur d'onde des rayons qui par- 
viendront au prjsme sera, en d^signant par al'aberration, 

Si, dans une autre experience, la source s*eloigne du prisme, la lon- 
gueur d'onde deviendra 

ce qui donne 



= aa = 



5ooo 



Le changement de longueur d'onde dans les deux experiences est 
done de 5^. Gomme leslongueurs d'onde des deux raies du groupeD 
appartenant au sodium diQerent d'environ yoqo* il en resulteque, si la 
lumiere que Ton observe a une refrangibilite voisine de celle de la 
lumiere jaune de la sonde, on pourra, en faisant les deux experiences 
indiquees, conslater un deplacement egal au | de la distance des deux 
raies D. 

II serait plus avantageux d'observer une autre region du spectre ou 

la refrangibilite varie plus vite avec la longueur d'onde. Ainsi les trois 

raies du groupe b qui appartiennent au magnesium ont pour longueurs 

d'onde 

6, = o,5i83, 

61 = 0,5172, 

6, = 0,5167. 

La diflerence des longueurs d'onde des deux dernieres, quisont les 

plus voisines, est d'environ 777V0 de I'une d'elles, de sorte que dans 
cette region du spectre le deplacement dont nous parlous serait environ 
le ^ de la distance des deux raies 62 el 63. On sait que dans les spectres 
de refraction ces raies se montrent beaucoup plus eeartees que celles 
du groupe D. On gagnerait encore a observer plus loin, vers la raie F 
ou dans le violet; je vais d*ailleurs fixer les idees par un calcul tr^s- 
simple. 

Designonspar 71, n\ r^' les indices de refraction qui correspondent 
aux longueurs d'onde X, X', X"". La loi de dispersion qui lie ces quan- 
tites ne se pr6sente pas sous une forme simple, mais, quand il s'agit de 
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rayons aussi voisins, od peut se borner aux deux premiers termes de la 
formule de Cauchv 

n=A-4-?-/(X). 

Comme les longueurs d'onde X' et X" diflferent Irfes-peu de X, on peut 
calculer n! et /i" par les formules suivantes : 

n'=fa^al)^f{'k)--alf('k), 

B 



On en deduit 






n' — n^' = ^a ^ ^=^a{n— A), 



Si le milieu considere a la meme dispersion que le spath d'Islande 
pour les rayons ordinaires, on pourra prendre 

A = 1 ,6391. 

LMndice de refraction relatifa la raie D etant 

71= 1 ,6585, 
il en resulte 

n' — Ti" = 0,0000077. 

Pour la raie F, au contraire, on a 

n T- 1 ,6679, 

ce qui donnerait 

w' — n^ = 0,00001 1 5. 

Le changement d'indice de refraction est done presque double. 

Calculous maintenant le changement qu'eprouve la deviation elle- 
meme dans un cas simple. 

Considerons, par exemple, un prisme refringent CDE {/ig, ii) tel 
que la lumieretombe normalement sur la faced'entree CD et n'eprouve 
de refraction qu'a la sortie. Soit r Tangle du rayon incident avec la 
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Dormale a la face de sortie (c'est Tangle du prisme), i Tangle de rayon 
Emergent IR avec la meme normale, on a 

sin i = n sin r. 

Si Tindice de refraction varie pen, Tangle r etant constant, on aura 

cos I di = sin rdn, 

ou bien, en appelant T et i'' les angles relatifs aux indices n' et n", 

(i' — i") cosi = (n' — n") sinr, 

(,. ... . . , ,,v sin r ft "-" /I . 

i' — i") = ( n' — n") ; z=z • langi. 
' ' cos/ n ^ 

Pour le rayon ordinaire du spath d'Islande et la raie D on trouve 

= i" environ; 

n 

done 

i' — i" — I " lang I. 

Si Tangle i est 6gal a 85 degres, c'est-a-dire si le rayon Emergent fait 
avec la surface un angle de 5 degr^s, on trouve 

Avec un prisme de flint on pourrait avoir un angle d'environ lo se« 
condes pour la meme inclinaison, et 2'\^ seulement pour un rayon qui 
ferait avec la surface un angle de 20 degres. 

On voit qu'il y a tout avantage a se rapprocher de la surface ; mais il 
faut alors faire attention h une autre circonstance qui pent diminuer 
Ic benefice de celte disposition : c'est le retrecissement du faisceau 
emergent. Les observations seront d'autant plus precises que le pou- 
voir optique de la lunette d'observation sera plus considerable, ou 
bien (si toute la lumiere qui sort du prisme tombe sur Tobjeclif) que 
la largeur du faisceau sera plus grande; le pouvoir optique utilise est 
precisement proportionnel h cette largeur du faisceau emergent. 

Soit done d la largeur du faisceau incident, d' celle du faisceau re- 
fracte, on a 

e/'rrircOSIzr.rf^^. 

COST 
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La meilleure condition sera done celle pour laquelle la deviation 
i' — i'' sera la plus grande possible, par rapport k Tangle minimum 



Fig. II. 




que la lunette puissedistinguer; cet angle minimum est en raison in- 
verse du pouvoir optique, c'est-a-dire proporlionnel au rapport -77' 
La condition la plusavantageuse correspond done au cas ou le rapport 

—^ — est maximum, c'est-a-dire celui oil le produit {i'—i")d' est 

J' 
maximum. Or on a 



.tt 



( /' ~ i") d' = ~ "^ lang/ X d ^^^^ = 

^ n ^ COST n 



cos I n! — n" , sin/ 
a 



COST 



OU bien 



n* — n" 



V sin' I n^ 



Pour que cette expression soit un maximum, il faut que sini soit 
maximum, c'est-a-dire que i soit aussi voisin que possible de 90 de- 
gres. 

Ainsi, malgre la diminution de pouvoir optique qui provient du r^- 
trecissement du faisceau refracte, le maximum de sensibilite aura 
encore lieu quand on observera le plus pres possible de la surface. 

Toutefois on ne tardera pas a etre arrete dans cette voie pour d'au- 
tres motifs, d'abord a cause de I'afTaiblissement progressif de la lu- 
miere, et surtout k cause de Texageration des defauts de la surface de 
sortie. 
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En cffet, Temploi d'un seul prisme, dispose comme je Tai indique, 
permet d'obtenir une dispersion considerable avec une seule surface 
refringente. On n'a done a soigner que le travail de cette seule surface 
et tout serait a Tavantage de Texperience (simplicite de Tappareil, pu- 
rete des images, etc.) si Ton pouvait obtenir un prisine parfaite- 
ment homogene termine par une surface parfaitement plane. Malheu- 
reusement les defautsde la surface ont une influence exageree sur les 
rayons qui sont voisins d'etre rasants; c'est la une grave difficulte, 
qu'il faut tacher de tourner par le soin apporte au travail et par cer- 
tains precedes d'experimentation, comme on le verra plus loin. 

Remarquons encore qu'il est impossible de se placer exactement 
dans le cas d'un prisme immobile comme nous I'avons suppose, parce 
que dans toutes les observations le prisme et Tobservateur seront ne- 
cessairement entrainespar le mouvement de laTerre. Neanmoins notre 
calcul trouvera son application. 

Influence du deplacement du prisme. — Si la refraction de la lumi^re 
s'effectue dans un milieu mobile, comme nous aliens le supposer 
maintenant, il est necessaire de s'appuyer sur un principe nouveau 
pour evaluer Tinfluence qu'exerce le transport du milieu ponderable 
transparent sur la propagation des ondes lumineuses. 

La question a ete posee par Arago (*). En s'appuyantsur la theorie 
de remission, il avait calcule que les rayons emanes de deux etoiles 
fixes, situees aux deux extremites de la droite suivant laquelle marche 
la Terre en vertu de son mouvement de translation, doivent eprouver 
dans un prisme des refractions inegales; ce calcul conduirait k un de- 
placement de plusieurs secondes (pres de 60) qu'on aurait pu obser- 
ver avec des appareils mediocrement precis. Arago I'a essaye sans 
succes en se servant d'un prisme achromatism; malheureusement il n'a 
laisse aucun renseignemenl experimental sur la maniere dont I'obser- 
vation a ete faite, et il parait difficile d'apprecier si cette observation 
pouvait elre concluante. 

Les experiences d'Arago sur la lumiere des etoiles fut pour Fresnel 



(' ) Comptes rendus de I'Academie des Sciences, t. VHI, p. 32G (iSSg). Je ne connaissais 
pas cette Note d'Arago quand j'ai public la premiere partie de ce travail (voir p. i58.) 
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Toccasion d'un de ses Memoires les plus remarquables. Pour expliquer 
leresuUatd'Aragodans latheorie desondulations, Fresnel admetqu'un 
milieu poud^rable en mouvement entraine avec lui, non pas la totalite 
de Tether qu'il renferme, mais seulement Texc^s de cet ^ther sur 
celui qui existerait dans le meme espace eu Tabsence de la matifere 
ponderable. Fresnel avail ete conduit, en efTet, a admettre, pour ex- 
pliquer la reflexion et la refraction, que la densite de Tether est moins 
grande dans le vide que dans les milieux r^fringents. De cette hypo- 
these du transport partiel de Tether il d^duit, par suite de raisonne- 
ments que j*ai dejk rappeles (* ), que la vitesse de propagation U' de la 
lumiere dans un milieu ponderable en mouvement est exprimee par la 
formule suivante : 



(1) 



U'=U^.(.-1) 



dans laquelle U est la vitesse de propagation de la lumiere consider^e 
dans le meme milieu en repos, u la composante de la vitesse du milieu 
parallele a la propagation et n Tindice de refraction. 

Sans discuter les raisonnemenls de Fresnel, nous pouvons d'abord 
admettre la formule finale (i) et voir comment on en deduira la refrac- 
tion apparente qu'eprouve, dans un prisme mobile avec la Terre, la 
lumiere qui provient d'une etoile fixe. Nous considererons avec Fres- 
nel quelques cas particuliers pour en deduire ensuite la solution ge- 
nerate. 

1^ La Terre se meut perpendiculairement au plan d'incidence. Sup- 
posons que la lumibre passe d'un milieu r^fringenl dans le vide. 

Soient AB {fig. 12) la surface de separation, SA et S'B deux rayons 
qui parviennent k la surface au bout d*intervalles du temps differant 
d'une unite. On sait que, pour obtenir le rayon refracte, il suffit de 
mener par le point B un plan tangent a la sphere decrite du point A 
comme centre avec un rayon egal a Y, la vitesse de la lumiere dans le 
vide, et de joindre le point A au point de contact : on obtient ainsi le 
rayon refracte AM'. 

Soient A'' A' la direction du transport du milieu et A"" A = u sa vi- 



(' ) Loc, cii,, p. 160. 

Jtmalet de I'Eeole tformale, i* Sirie. Tome III. 4? 
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tesse. Pendant que la vibration se propage de A en M% le point A est 
venu en A' de sorte que la direction appareote du rayon refracte est 
A'M'; ce rayon fait avec la normale Tangle 1' = M'A'N' pendant que le 
rayon refracte absolu fait Tangle i = M'AN. 



Fig. 11. 




Dans le triangle M' A A' la droite AA' est une quantite inBniment petite 
de Tordre de Taberration par rapport a M'A; Toblique M'A' ne diflfere 
done de la perpendiculaire M'A que d'un infiniment petit du second 
ordre, et par consequent Tangle i\ que fait cette droite avec la normale 
a la surface^ ne differe lui-meme de Tangle 1 que d'un infiniment petit 
du second ordre. 

De mSme, pendant que la vibration parcourt dans le milieu Tespace 
MA = U parallMement aux rayons incidents, cette vibration est en- 
trainee par le milieu lui-meme. Le point dont la vibration est par- 
venue en A n'est pas le point M, mais un autre point Mf situ^ sur une 
perpendiculaire MM, a MA. L'entrainement de la vibration n'etant pas 
egal a celui du milieu, le point physique du milieu, qui £tait tout a 
Theure en M,, est venu quelque part enM^, de sorte que la direction 
apparente du rayon incident est Ma A. Sans qu*il soit necessaire de 
calculer la distance MMa, il suffit de remarquer qu'elle est de Tordre 
de Taberration et que, par suite, les deux angles r' et r ne peu- 
vent differer que de Tordre du carre de Taberration. Entre les deux 
angles i et r on a la relation sini = n sinr, et cette m£me relation exis- 
tera encore entre les angles i' etr' si Ton neglige le carre de Taber- 
ration. 

2^ La Terre se meut parallelement aux rayons incidents. 

SoientSA etS'B'(yig. i3) deux rayons qui parviennent a la sur- 
face k des intervalles de temps distants d'une unit^. Pendant ce meme 
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temps le point A de la surface est venu en A' k la distance AA' = u; le 
rayon refracte absolu est AM' et le rayon apparent est A'M' : ils font 



Fig. I 3. 




s 



S' 



avec la normale des angles i et i\ Le rayon incident apparent se con- 
fond avec le rayon absolu. 
Le triangle M' A A' donne 



AA^ _ u _sin(i ^-~i) 
AM'""V "" sin (I'—r) 



=3 a, 



d'oii 



sin(i'-- /) = a sin (I' — r). 



Cette equation montre que les angles i et i' diflerent de Tordre de 
Taberration. On en deduit, en n^gligeant le carre de a^, 



(3) 



sin I = sin i' — a sin (i' — r) cosi'. 



. Pour trouver une autre relation entre les angles j, r et i\ il faut eva- 
luerTespace PB' parcouru par la lumiere dansle milieu pendant Tunite 
de temps. En adoptant la formule de FresneU on aura 



PB'=U-f-«(.-^.) 



, PB = PB'-« = U-^- 

n' 



(4) 



Les triangles AM' G, ABP, BCB' donnent 

V 



sini 



. = AB 4- BC, 



AB=:^i^=.-i-(u-n 

smr smr \ n'J 



47 
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L'equation (4) devient alors 

V __ U u iicos{i— r) 



sin I sinr /i^sinr sini 

RemplaQODs maiDtenant U par-* et divisons par V pour introduire 
raberratioQ a = :nr> et nous obtenons 

n sinr[i — acos(i — r)] = slni sini. 

Comme sini ne dif!%re de n sinr que d'une quantity de Tordre de 
raberration, on peut modifier le dernier terme et ^crire 

nslnr[i — acos(i— r)] =r sini — asinr. 

Remplacons maintenant sini par sa valeur tir^e de Tequation (3), il 
viendra 

/isinr[i--acos(i— r)] = sini' — a [sinr H-sin(i' — r) cosi'] 

= sin i' — a sin 1' cos (T — r) 
= sini' [i — acos(i'— r)]. 

En supprimant le facteur commun, et negligeant les termes de 
I'ordre de a', il reste 

sinr=n sinr. 

II y a done entre les angles apparents i' et r la meme relation que si 
le prisme etait immobile. 

3® La Terre se meut parall^Iement au plan d*incidence et perpendi- 
culairement aux rayons incidents. 

Les deux rayons SA et S'B' {fig. it\) parviennent encore k la sur- 
face a des epoques distantes d'une unite, pendant que le milieu par- 
court Tespace A A'. Le rayon refract^ absolu est AM, le rayon appa- 
rent A'M. 

Lc triangle AA'M donne 

AA' __ w __ _ sin(i — /') 
MA - V ~^ - cosF^' 
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On en deduit 

sin(i — i') ~ acos(r' — r), 

(5) sin/==sini' -f acos(i'— r)cosi'. 

Les triangles AMC» A'BT» BCB' donnent encore 
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(6) 



-r—. = AB -f- BC, 
sin I 

sini sinr 



sin (i — r) 



BC = M 



sin/ 



Fig. 14. 




On en deduit, en substituant ces dernieres valeurs dans requation(6) 
et faisant les reductions, 



(6/ 



/isinr= sin/ [i-f- asin(i — r)]. 



Pour determiner la direction opparente des rayons incidents, on re- 
marquera que, pendant que la vibration parcourt Tespace PB\ le 
point P de Tether se deplace lui-meme, de sorte que le point dont la 
vibration est parvenue en B' est un point F situe a une distance PP' 
egale a Tentrainement que subit la vibration pendant Tunite de temps. 
On a done 

Pendant c^ temps, le point F du milieu s'est (ui-meme transporte 
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en P'' a une distance egale a u^ et Ton a 






La direction apparente du rayon incident est PB^; elle fait avec la 
normale Tangle r' qu'il est aise de calculer. On aura 



ou bien 



u V 

— =Ulang(r — r')— -lang(r— r'), 



r — r = "i 
n 



(n) sinr'=:sinr cosr. 

Les equations ( 5 ) et (6)' donnent 

/isinr= sini'-h a cosr, 
ou bien 

sini' = n ( sinr cosrj* 

En comparant cette equation avec Tequation (7), il vient 

sini' = n sinr'. 

II y a done entre les angles apparents d'incidence et de refraction la 
meme relation que si le prisme etait immobile. 

4^ Enfin, si le mouvement du prisme est quelconque, on le rempla- 
cera par trois composantes rectangulaires dirig^es comme celles que 
nous avons considerees : chacune des composantes est sans influence ; 
il en sera de meme pour le mouvement resultant. 

On conclut de 1^ que : 

c La refraction apparente que subit, dans un prisme mobile avec la 
Terre, la lumiere emise par une source fixe est identique a celle que 
Ton observerait si le prisme et Tobservateur etaient immobiles. > 

Get enonce est la traduction de Texperience d'Arago: 

J'ai reproduit tons les calculs relatifs a Texperience d'Arago, parce 
que la formule de Fresnel, qui fournit le point de depart de ces cal- 
culs, va elre Tobjet de toute la discussion dans ce nouveau Memoire 
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II semble en effet resulter de ce qui precede que la refraction ne 
peut etre d'aucun secours pour la question qui nous occupe, la refrac- 
tion apparente etant toujours egale a la refraction qui aurait lieu dans 
le cas oil le prisme et Tobservateur seraient en repos. Le inouvement 
de laTerre, en particulier, n'aurait aucune influence sur la refraction 
de la lumierc dans un prisme, et c*est precisement le contraire qui est 
vrai. Si Texperience d*Arago, interpretee comme elle me parait I'avoir 
toujours ete, etait exacte, ce serait une bonne fortune; il sufRt* pour 
s'en convaincre, d*examiner les consequences qu'elle entrainerait. 

Silemouvement du prisme et de Tobservateur n'a aucune influence 
sur la refraction de la lumiere qui leur provient d*une source fixe, il 
en resulte que le prisme sera capable de meltre en evidence le mouve- 
ment absolu d*une source de lumiere. La longueur d'ondulation etant 
modifioe par le mouvement de la source et la refraction (absolue dans 
un prisme fixe, ou apparente dans un prisme mobile) ne dependant 
que de la longueur d'onde, il est clair en efl'et que la deviation aug- 
mentera ou diminuera quand la longueur d*onde sera elle-meme modi- 
fiee» et cela d*une quantite precisement correspondante a la variation 
de longueur d'onde. 

Ainsi il suffirait d'observer la lumiere emise par une source ter- 
restre et de la faire cheminer soit dans le sens, soil en sens contraire 
du mouvement de translation de la Terre pour obtenir un changement 
de deviation double de celui qui serait du au mouvement de la source; 
et, meme dans ce cas, les changements de refraction seraient dus, non 
pas seulement au mouvement de la Terre autour du Soleil, mais k son 
mouvement absolu dans Tespace, ce qui pourrait conduire aux resultats 
les plus inattendus. De meme, en examinant a differentes epoques de 
Tannee la lumiere qui nous vient du Soleil , on pourrait savoir si le 
mouvement du systeme solaire tout entier a une composante sensible 
parall^le au plan de Tecliptique, etc. De meme encore, la refraction de 
la lumiere des ^toiles nous permettrait de determiner la composante 
du mouvement absolu de ces astres parallblement k la direction des 
rayons qu'ils nous envoient. 

Sans nous egarer a suivre de pareilles consequences, examinons Tex- 
p^rience d*Arago en elle-meme et cberchons si Ton peut la soumettre a 
un contrdle experimental. La solution est trfes-simple. 
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CoDsid^roDS deux sources de lumiere identiques. Tune sur la Terra, 
une flamme d'aicool sale par exemple, et Tautre sur une ^toile fixe, du 
sodium eu vapeurs incandescenles. Les ondes lumineuses qui provien- 
nent de I'etoile ne sont modifiees par aucune cause; celles qui pro- 
yiennent de la source terrestre sont dilatees ou resserr^es suivant le 
sens dans lequel on examine la propagation. Ces deux systemes d'ondes, 
en tombant sur un prisme refringent mobile avec la Terre, n'y peuvent 
pas subir la meme refraction. Si Texperience d'Arago est exacte, si les 
rayons ^mis par I'etoile n'eprouvent aucun changement de refraction, 
il est impossible que ceux qui proviennent de la source terrestre n'en 
eprouvent pas; si, au contraire, il est bien demontr^ que la refraction 
apparente des rayons ^mis par une source terrestre ne subit aucune 
alteration dans quelque direction quMls se propagent, il en resultera, 
comme consequence necessaire, que Tobservation d'Arago ne pent etre 
exacte. 

C'est ainsi que je me suis pose la question; j'ai cherche par diffi§rents 
moyens si Ton pouvait meltre en evidence le mouvement de la Terre 
par Tobservation des sources de lumiere terrestres. 

X. — Experiences sur la refraction. 

Pour voir si le mouvement de la Terre a une influence sur la refrac- 
tion des rayons emis par une source terrestre, il faut faire cheminer ces 
rayons d'abord dans le sens du mouvement de la Terre, puis en sens 
contraire. On aura ainsi double TefTet, et le d^placcment sera du, s'il 
existe, a un changement de longueur d'onde de 5^0©; cela correspond, 
comme on Ta vu plus haut, au \ de la distance des deux raies D ou 
des raies b^ et 6, du magnesium. 

On pent disposer son appareil sur une table mobile, autour d*un axe 
vertical, et, en faisant Texperience a midi ou a minuit, diriger la source 
alternativement vers Test ou vers I'ouest. On obtiendra ^ midi un chan- 
gement de deviation dans un certain sens, et a minuit un changement 
en sens contraire. 

Un autre precede consiste a profiler du mouvement de rotation de la 
Terre. Si Tappareil est installe a poste fixe, demaniere que la lumiere 
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iocidente chemine de Touest k Test, par exemple, cette propagation se 
fera a minuit dans le sens du mouvement de la Terre, et a midi dans le 
sens direetement oppose. II sutBra done de venir observer le pheno- 
m^ne k des heures convenables, sans toucher aux instruments, et* si 
Ton peut eliminer les variations accidentelles, on pourra juger s'il y a 
ou non une difference de points. 

J'ai employe ces deux m^thodes successivement. 

Tai toujours eu recours a la refraction produite par un seal prisme* 
laille de fa^on que les rayons incidents, etant a peu pres normaux ^ la 
face d'entree, fussent presque rasants a la face de sortie. On peut ainsi, 
avec une seule refraction, obtenir une dispersion considerable; on n*a 
k se pr^occuper que d'une surface, et surtout le phenomene correspond 
alors k un cas tres-simple qui se pretera facilement aux discussions 
theoriques. II va sans dire que Tangle du prisme n*a pas besoin pour 
cela d'etre absolument exact : il sufBt evidemment que la face d*en- 
tree soita peu pres normale aux rayons incidents; on donnera ensuite 
au prisme des deplacements a droite et a gauche, de maniere a placer 
les rayons ^mergents dans les conditions qui conviendront le mieux. 

Le choix de la source de lumiere a aussi de Timportance. Comme il 
est difficile ou plutdt incommode de se procurer les raies de la sonde 
avec un grand eclat, et que la refraction rasante affaiblit considerable- 
ment la lumiere, j*ai eu recours, dans mes premieres experiences, k 
une etincelle entre des fils de magnesium; on obtient ainsi dans le 
spectre trois raies brillantes vertes d'une grande intensite. Ces raies 
s'ecartent de plus en plus quand on fait rapprocher le rayon refracte 
de la surface; mais en meme temps Teclat diminue rapidement, et sur- 
tout la purete des images est profondement troublee. Les raies devien- 
nent tordues, estompees, se detachant mal sur un fond obscur, ce qui 
rend I'observation difficile. Get inconvenient s'est presente du moins 
dans mes premieres experiences; les prismes dont je disposais alors 
n'ayant pas d'assez grandes dimensions et n'etant pas assez homog^nes, 
je ne pouvais observer qu'a vec une lunette de spectroscope ordinaire d'un 
faible grossissement, et Tapparence du phenomene n*etait pas assez sa- 
tisfaisante pour que Ton put en deduire une conclusion avec s^curit^. 

Neanmoins I'experience a ete r^petee un grand nombre de fois, et le 
resultat a ete souvent negatif. Plusieurs observations cependant ont 

Annates de I'Ecole Normale. i'* S^rie. Tome HI. 4^ 
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indiqu6 ud changement de dSvialioa appreciable, correspondant a 
UQ accroissement de refraction pour ie cas ou les rayons incidents che- 
mineraient dans le sens du mouvement de la Terre, et ce changement 
6tait de meme ordre que celui qu'indiquait Ie calcul. 

Mais de nouvelles experiences, rep^tees dans des conditions plus sa- 
tisfaisantes, m*ont conduit a une conclusion diam^lralement opposee : 
le deplacement clierch^ est rigoureusement nul, ou du moins, s'il existe » 
il est extremement petit par rapport k celui qu'indiquait le calcul. 

J*ai d*abord apporte quelques changements aux precedes d'obser- 
vation : 

i^ Les prismes avaient des dimensions considerables, afin que le 
faisceau emergent put encore conserver une certaine largeur, malgre 
le retrecissemeut du k la refraction rasante. 

2^ Au lieu de pointer le phenombne avec un fil de reticule et d'eva-^ 
luerensuite par estime le deplacement de Timage pour les deux direc-> 
tions opposees de Tappareil, je me suis servi d*une lunette k reticule 
microm^trique. On pointe alors Timage dans les diff^rentes circon- 
stances, sans se preoccuper de Tefiet attendu, et le changement, s'il y a 
lieu, est indique par les lectures du tambour de la vis microm^trique. 

3^ Enfm le pointe d'une raie brillante sur un fond noir n'est pas 
commode : on ne pent distinguer les fils du reticule que si la lumifere 
est tres-eclatante et les images assez larges, a moins qu'on n'eclaire le 
champ par une lumiere etrangere, et encore ce dernier moyen ne peut 
pas etre employe quand les raies ont un faible eclat, commecelles que 
donne une flamme a la sonde. 

J*ai cherche a produire des raies obscures sur fond brillant. L'idee la 
plus simple etait d*utiliser les procedes de renversement des raies 
brillantes qui jouent un si grand role dans TAnalyse spectrale; mais 
ces procedes n'etaient pas assez rapides et ne permettaieut pas des ob- 
servations suivies comme celles que je voulais entreprendre. J'ai trouve 
alors un moyen d'une simplicite extreme, qui consiste a remplacer la 
fente du coltimateur par un fil d'araignee tendu sur une large ouver- 
ture, et a 6clairer le tout par une flamme chargee de vapeur de sodium. 
Apr^s refraction de cette lumiere dans un prisme, 00 obtient au foyer 
de la lunette d'observation deux images de Touverture produites par 
les deux lumieres homogenes qui emanent de la flamme jaune, et sur 
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chacune de ces images un trait noir qui correspond au fil d'araignee. 
Les deux traits noirs voisins qu'on obtient ainsi rappellent tout 1^ fait 
le renversement des raies brillantes, avec cette difference que le fond 
est uniformement eclair^ en jaune au lieu d'etre forme par diff^rentcs 
couleurs du spectre. 

Retoumement de Vappareil. — Dans une premiere serie d'expe- 
riences, les appareils etaient install^s sur une table mobile autour d'un 
axe vertical, qui permettait de diriger la lumi^re alternativement vers 
I'est ou vers Touest. 

Voici la disposition experimentale [fig. i5) : 

Fig. i5. 




-•>.;..,-.-itsiij.-'iV----.rjj.-yf-.-.'; Hft?8t» ''rf*'=J' 




Nfl est un bruleur de Bunsen dans lequel on met un peu de phosphate 

de soude; 
L lunette astronomique dont I'objectif a lo centimetres de diametre, 

i",!© de longueur focale; 
/ fil vertical du foyer de cette lunette; / est une loupe qui n'est pas 

n^cessaire : elle empeche seulement les sels projetes par la flamme 

de toucher le fil/; 
P prisme refringent; la face d'entree a lo centimetres de longueur et 

"lo centimMres de hauteur; Tangle du prisme est 37*^53' 5o", et Tin- 
dice de refraction pour la raie D i,625o8; 
L' lunette astronomique dont Tobjectif a 55 millimetres de diamfetre 

et 620 millimetres de longueur focale; 
M micrometre portant deux fils en croix et mobile a Taide d'une vis; 

le pas de la vis est de o™™,4> ^t le tambour porte cent divisions : un 

tour equivaut done a 129 secondes, et une division du tambour b 

\\ 29. 

On pent amener le fil du reticule sur Tune des deux images noires/' 

48. 
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et/'' du fil/, et, pendant un intervalle de temps assez court pour que 
les variations de temperature n'aient pas d'influence appreciable, faire 
plusieurs pointes, en dirigeantsuccessivementrappareil dans deux sens 
opposes. 

Dans certains cas» le fil du reticule etait parallMe aux images^ et 
/''; d'autres fois, on a fait tourner le micrometre de 4^ degres pour 
mettre les fils du reticule en croix avec les raies noires : c'est un mode 
de pointe qui est prefere par certains observateurs. 

L'experience a ete faite un grand nombre de fois en dirigeant alter- 
nativement I'appareil vers Test et vers Touest, a midi et a minuit. 
Comme le resultat a ete constamment negatif, je pourrais me borner a 
citer le fait; mais, pour donner une idee de la precision que compor- 
taient les experiences, je vais rapporter quelques mesures. 

Premitre experience. — 3 mars 187^; ii*» i5" du matin. 

Micrometre a 4^ degres. On fait plusieurs pointes dans chaque posi- 
tion » en depla^ant toujours le micrometre dans le meme sens pour 
eviter tout eflet de temps perdu. Les nombres indiques sont les divisions 
du tambour du micrometre. 



Source a Touest. 



Source a Test. 



60,8 
60,8 
60,5 
60,0 
60,5 



59,3 
59,2 
60,5 
60,2 
59,0 



Moyenne, 60,82 



Moyenne, 69,64 



60,5 
59,5 
59,8 
59,5 
59,5 



Moyenne, 59,76 



59,0 

60,0 

59,2 ) Moyenne, 

59,0 

60,2 



59,48 



Fin des observations, ii*'45'". 
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II y a» comme on le voitt une diminution lente des lectures qui peut 
tenir k une variation tres-faible de temperature. La variation des 
moyennes parait bien independante de la direction de Tappareil; on le 
voit encore mieux en les comparant par la m^tbode des alternatives : 

— -^^~ 60,08 aulieude 59,76, 

Or, avec cette disposition, la distance des deux raies/' elf corres- 
pondait a cinquante divisions du tambour ou un demi-tour de vis, c'est- 
^-dire environ 65''== i'5'\ Le deplacement, s'il existe, n'est certaine- 
ment pas d'un cinquieme de division du'tambour, c'est-k-dire de 7^ de 
la distance des deux raiesD. Comme le deplacement indiqu^ par le cal* 
cul est le cinquieme de la distance des deux raies D, il en resulte que 
la precision des experiences est cinquante fois plus grande que la quan- 
tity qu'il s'agissait de mettre en Evidence. 

Deuxitme experience. — 4 mars 1872; 11 heures du matin. 

Source k Touest. Source a Test. 

85 j 

Q. ^ > Moyenne, 85, 10 

86 ) 85 ^ 

84 5 ! ^'^y®""®' ^^»9^ 
85' I 

Je citerai encore une autre experience faite a peu pr^s k la meme 
epoque (je n'ai pas note la date)t ^ a^So"" du soir, par M. Fizeau : 

Source a Touest. Source a Test. 

44,7 I 

47.2 > Moyenne, 46>3 

46.3 ) 46,6 J 

46,2 > Moyenne, 48 > 7 

47 >2 ) 
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La distance des raies D correspondait, dans cede experience, a qua- 
rante-quatre divisions du tambour. 

Experiences compcuruiifes de nudi et de minuit. •-< La plus grande 
difficult^ de ces experiences etait d*eviter les changements de refrac- 
tion dus aux variations de temperature et ik toutes les causes incon- 
nues. L'appareil a ete installe au laboratoire de chimie de TEcole Nor- 
male superieure, dans une cave completement close, ne communiquant 
avec Texterieur que par la porte d'entree, et dans laquelle on ne pe- 
netrait que deux fois par jour, juste pendant le temps necessaire aux 
observations. 

La lunette servant de collimateur avait un objectif de to8 millimetres 
et une longueur focale de i™, 3o. 

Le prisme avait, sur sa face d'entr^e, une longueur de i3 centi- 
mkres et une bauteur de lo centimetres. L'angle refringent etait 
de 3a''55'25", et Tindice de refraction pour la raie D de i,63oi4 : il 
etait done un peu plus refringent que celui de Texperience precedenle. 

La lunette d'observation etait de meme dimension que celle qui a ete 
decrite plus haut. 

Pour donner k cette installation une grande stabilite, j'ai fait batir 
quatre colonnes en pierres cimentees avec du platre, et sur ces co- 
lonnes on a scelie deux dalles de pierre. Les instruments ayant ete 
regies par des tatonnements successifs, toutes les pieces ont ete fixees 
en place. Le collimateur avait ete scelie au platre sur les deux dalles; 
le prisme et la lunette ont ete fixes avec de I'arcanson qu'on a couie 
sur tons les supports. Aupr^s du prisme etait suspendu un tbermo- 
metre divise en cinquantiemes de degre, et Ton observait ce thermo- 
metre avec un viseur pose sur la dalle. La source de lumiere etait 
un bee de Bunsen, dans la flamme duquel on maintenait une petite 
quantite de phosphate de sonde. Enfin au foyer principal du collima- 
teur on avait place, non pas un simple fil vertical, mais un reticule 
forme de cinq filets verticaux, comme dans certaines lunettes astrono- 
miques. 

On obtenait ainsi dans le champ d'observation de la lunette cinq 
groupes de doubles raies obscures sur fond brillant, et Ton observait 
I'uii ou I'autre de ces differents groupes. 
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II n'est pas inutile d'ajouter quelques details sur la mani^re de regler 
Texperience. 

Si Ton plaQait immediatement le prisme de faQon que les rayons 
^mergents fussent tres-voisins de la surface de sortie, il serait fort dif- 
ficile de mettre au point la lunette, parce que le faisceau refracts est 
astigmate, a cause des imperfections de la surface, si faibles qu'elles 
soient, et le point oil se produit Timage d'un fil vertical du collimateur 
est souvent en dehors des limites oil peut se mouvoir Toculaire de la 
lunette. Pour trouver cette image k coup sur, on a profite de ce que le 
reticule du collimateur pouvait elre eloigne ou rapproche par une vis 
a cremaillere. On commengait par mettre la lunette au point en plagant 
le prisme dans le voisinage du minimum de refraction, puis on tournait 
le prisme de petites quantites a la fois en deplagant en meme temps la 
lunette, et, a Taide de la vis, on deplagait le reticule de faQon que 
rimage se produisit toujours dans le champ de vision de la lunette. 
On allait ainsi de proche en proche jusqu'ace que Taccroissement de 
dispersion qu'on aurait obtenu en continuant plus loin aurait ete com- 
pense par une trop grande deformation des images : on scellait alors 
toutes les pieces mobiles. 

Malgre toutes ces precautions, on a ete plus de deux mois avant de 
pouvoir faire aucune observation reguliere. Sans que la temperature 
parut eprouver de changements notables, les deviations variaient tantot 
dans un sens, tantot dans Tautre, quelquefois d^une maniere brusque, 
et ces variations d'un jour a I'autre etaient trop grandes pour qu*il fAt 
possible de les eliminer par un systeme quelconque de compensations. 
On ne pouvait pas songer a faire des observations frequentes dans le 
cours de la journee ou de la nuit, parce qu'il fallait, en entrant dans la 
cave, allumer deux bees de gaz, et qu'un s^jour trop prolonge ou trop 
frequent produisait une grande elevation de temperature. Ces varia- 
tions etaient dues sans doute au travail des ciments et des mastics, 
peut-etre k une iniluence de Tetat hygrometrique sur ces matiferes. 
L'appareil n'est jamais parvenu a une immobilite complete, mais les 
variations sont devenues beaucoup plus faibles, et Ton a pu eliminer 
leur influence. 
Yoici maintenant comment les observations Etaient faites : 
En entrant dans la cave, on lisait la temperature, on pointait cinq 



toort 

io,i5 ' j 3,12 ^ 

35 
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fois Tune des raies de Tun des groupes, puis cinq fois Tune des raies 
d'un autre groupe; oo repetait ensuile les premieres lectures, puis les 
deuxiemes; on lisait de nouveau la temperature, on ^teignait tout et 
Ton fermait la cave. 

Pour donner une idee de ces observations, je vais reproduire ici 
quelques pages de mon carnet d'observations.Tdesigne la temperature. 

Mercredi 7 f^vrier 1872; ii^'So"' du soir. 

T = ii%43. 

tomn 

io,i5 
io,i5 
I*' groupe. { io,i65^, Moyenne, 10,1 55 

lOylSSl 

(3,1 
2* groupe. *. 3, 1 35 \ Moyenne, 3, 1 29 
(3,1251 
(3,13 I 

/ 10, i5 I 
1 10, 1 35 1 
1*'' groupe. \ io,i65 / Moyenne, 10, i5o 
10,1471 

10, i5 / /3,i2 \ 

(3,i3 
2* groupe. ' 3,12 Moyenne, 3, 125 

i3,I2 \ 

> 3,135/ 
T-- n«,52. 

Moyennes. 
Tr=Il«,47. 

1" groupe 10, i53 

2* » 3,127 
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Jeudi 8 fevrier 187a; n'»45" du matin. 



/ lOylS 
I IO9I45 

i*'groupe. \ io,i5 } Moyenne, 10,146 

io,i3 

IO,l55; 



(fr 



3,11 
3,ii5 
i'groupe. {3,ii5 / Moyenne, 3,n8 

3,11 i 

3,i3 I 



10,125 
io,i55 
groupe. ^ io,i5 }Moyenne, 10,146 
io,i5 
10,148 



3,11 
3,10 
a'groupe. {3,115} Hoyenne, 3,ii5 

3,ii5/ 



T = n«,3o. 

Moyennes. 

T=ii%28. 
i"groupc 10 y 146 

2'- » 3,117 



Jeudi 8 fevrier; 1 1*»45" du soir. 

T= ii«,i3. 

io,i3i 
10,125 
1*' groupe. { io,i35)Hoyenne, 10,1 33 

10, i3 

1 0,1 35/ I 3,118 

3,11 
2« groupp. { 3,11 ) Hoyenne, 3,ii6 
3,ii5 
3,12 

Annates de VteoU Normale q« S^rie. Tome III. 49 
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lO,l4 

io,i35 
i^groupe. ( io,ia VMoyenne, io,i34 

io,i35 

io,i38y 1 3yia 

13,125 
2*groupe. \3,i3 }Moyenne» 3,119 
3,11 
3,11 

T-- II«,20, 
Moyennes. 

T ~ 1 1», 16. 

i"gpoupe io,i33 

2* )) 3,117 

Ces exemples sufHront pour donner uoe idee de la precision des 
pointes. Yoici maintenant comment on peut comparer les moyennes. 
Je me servirai des memes nombres, en y ajoutant ceux des deux jours 
suivants : 

Exc^ 
•or U 
Date. Heure. Moyennes. i'* expMenoe. 

(T 1147 » 

Mercredi 7 fevrier. . . Minuit. | i*'groupe 10, i53 » 

(2* » ..... 3 , 1 27 » 

iT 11,28 — 0,19 

i«'groupe 10,146 —0,007 

T 11,16 —0,12 

Minuit. I I'^groupe io,t33 —0,020 

2« » 3,117 — 0,010 

T 11,7 4-0,23 

Midi... \ i^'^groupe 10,146 —0,007 

Vendrcdi 9 fevrier.. • ( )», ' ^\ 

^ ^ [T II —0,47 

Minuiu I i^'groupe io,i54 h- 0,001 

^ (2' » 3,122 — o,oo5 
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Exc^ 
8ur U 
Dfttc. Heure. Moyennes. i'^ experience. 

o 

IT 10,90 —0,57 

i"groupe io,i53 o 

2« » 3,123 —0,004 

oameai 10 levner. .. . < ^ ' ^ \, ^ 

It 10,00 — 0,01 

i*'groupe io»»77 4-0,024 

2* )) . .• 3,143 H- 0,016 

L'observation des deux groupes presente cet avantage que, si ron 
obtient des deux c6l6s la in^me difTi^renee de pointe, on sera assure 
que TefTet n*est pas du k une erreur de lecture; la derniero colonne 
montre que les resultats des observations faites sur les deux groupes 
d'images sont entiferement concordants. 

On voit encore que les variations ne peuvent pas &\re attribuees aux 
changements de temperature seulement, car les lectures du micrometre 
et celles du thermomfetre varient tant6t dans le meme sens, tant6t en 
sens contraires. 

Y a-t-il maintenant une difference sensible entre Tobservation de 
midi et celle de minuit? En prenant les observations de jeudi et de 
vendredi, par exemple, on voit que la somme de toutes les diminutions 
par rapport a Tobservation du mercredi pour les deux groupes, dans 
les experiences de midi, est o,o38, et la somme des diminutions, pour 
les experiences de minuit, est o,o34. Comme on ajoute les quatre ob- 
servations, il ne resterait, pour chacune d*elles, qu*une diiT^rence de 
Y^ de tour, c*est-a-dire ^ de division du tambour. 

Toutes les observations seraient loin de donner la mSme concor- 
dance; mais on pent assurer qu*entre les lectures de midi et de minuit, 
abstraction faite de toutes les causes d*erreur, il n'y a pas une diffe- 
rence de \ division du tambour. Or, dans ces experiences, le reticule 
etait parallele aux raies, et la distance des deux raies D correspondait 
k 3o divisions du tambour, c*est-a-dire 39 secondes environ. L'erreur 
possible est done moindre de j^ dc la distance des deux raies D, et 
par consequent le j^ ^^ ^^ difference indiquee par le calcul. 

Pour permettre a Tappareil de prendre une certaine stabilite et en 

m^me temps pour repondre a Tobjection qu'on pourrait tirer du mou* 

49. 
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vement de translation du syst^me solaire, j'ai fait plusieurs series d*ol>- 
servations a difT^rentes epoques de Tannee. Yoici les plus regulieres : 



11 observations. 


La 


I'* 


seri 


e va 


du 


27 Janvier 


au 


!•' fevrier 


i5 » 




2* 




» 




I* fevrier 




10 fevrier 


8 ^ » 




3« 




» 




17 fevrier 




21 fevrier 


7 » 




4- 




» 




18 aoAt 




22 aoAt 


lO » 




5* 




A 




24 sepl« 




28 sept. 



1872 

» 



52 



Le mode de pointe n'a pas toujours ete le roeme dans tputes les se- 
ries. Gomme le reticule du micromMre elait forme de deux fils verti- 
caux coupes par un fil transversal, on a place, tantdt un fil du micror 
m^tre sur une raie noire, tantot la raie noire entre les deux fils du 
micrometre, tantot un fil entre les deux raies voisines, tantdt les fils 
du micrometre a 4^ degres sur une raie. II est bien entendu que le 
mode de points adopteau d^butd'une serieetait conserve jusqu'^ la fin. 

II eut peut-Stre ete utile de laisser encore Tappareil en place; mais 
la vapeur d*eau d^gag^e par la combustion du gaz avail fini par pro- 
duire dans la petite cave une humidite excessive; les objectifs et le 
prisme ^taient ternis par une sorte de vegetation microscopique; les 
fils du reticule etaient envabis par un entrelacement de filaments plus 
minces, comme si de nouvelles araignees etaient venues y etablir leurs 
toiles. Les observations n'etaient plus possibles; il aurait fallu proce- 
der a un nettoyage complet et k une installation nouvelle, et j'aurais 
aiusi perdu en partie le benefice de la stability deja acquise par Tap- 
pareil. D*ailleurs je n'y avais plus d'interSt, la question me paraissant 
resolue, et j'ai mis fin aux observations. 

La reproduction des nombres relatifs k toutes ces series de mesures 
n'ofirirait pas d'int^ret, puisque le resultat est toujours negatif ; la dif- 
ference des moyennes de midi et de minuit n'atteint jamais^ division 
dju tambour. 

Conclusion. 

On pent conclure de ces observations que le mouvement de transla- 
tion delaTerre est sans influence sur la refraction apparente de la lu- 
miere qui provient d'une source terrestre. 
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II en resulte aussi que Texperience d'Arago ne saurait Stre exacte en 
toute rigueur, et que robservation des etoiles fixes doit donner lieu a 
un changemeot de refraction correspondant au deplacement de la 
Terre, comme on Ta calcule pr^c^demment. 

II faut done revenir sur le calcul de Fresnel et expliquer la contra- 
diction qui reste encore, puisque ce calcul semble justifier la conclu- 
sion d'Arago; j*avoue que j'ai ete longtemps embarrasse pour trouver 
rinterpretation qu'il me parait necessaire de donner a la formule de 
Fresnel. Dans Texpression 



U-f-«(.-i,) 



qui represente la vitesse de propagation de la luniiere dans un milieu 

ponderable au mouvement^ le terme correctif ^ ( i ^ j parait exact» 

et quand mSme on le modifierait encore par un facteur differant de Tunite 
de Tordre de I'aberration, cela ne produirait aucun effet appreciable. 
C'est sur le terme principal U quMI faut porter son attention : ce terme 
n'est pas la vitesse avec laquelle se propagerait la lumifere dans le 
milieu enrepos. Si Ton arretait ainsi le milieu sans toucher a la source 
de lumifere, la distance des ondes incidentes ne serait pas modifiee, 
mais la p^riode de vibration en un point du milieu, sur la surface re- 
fringente en particulicr, serait modifiee. 

Cest la periode de vibration du milieu r^fringent qui me parait do- 
miner le ph^nomene. Je crois done qu'il faut consid^rer le terme U 
comme repr^sentant la vitesse avec laquelle se propagerait dans le mi- 
lieu considere, a I'^tat de repos, la lumifere provendnt d^une source 
fixe dont la periode de .vibration serait identique a celle que possbde 
le milieu dans Texperience qu'on envisage. 

Plus simplement encore, le terme U est une fonction, non pas de la 
periode absolue de vibration de la source, ni de la distance des ondes 
qu'elle emet, mais de la periode de vibration d'un point du milieu re- 
friogent. 

Je laisse aux math^maticiens le soin de justifier ou de combattre 
cette interpretation; jemontrerai seulement qu^elle suffit pour rendre 
compte de tons les phenomenes. 
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On voit, en effet, que rexplication de Fresnel ne s'applique pas a 
rexpdrience d*Arago, mais k la n6tre. Quand le priame et la source 
sont animes du inSme mouvementt la periode de vibration aor les deux 
corps est la meme, dans quelque direction que se fasae la propagation; 
le terme U est done le meme dans toua les cas. II y aurait peut-etre 
lieu de voir ensuite si Tindice de refraction /i» qui entre dans le second 

terme a ( i — -^ b doit correspondre k la periode apparente de vibra- 
tion ou a la longueur d'onde absolue; mais cela n*a aucune importance 
pratique, il n'y a pas a s'en preoccuper. 

La demonstration de Fresnel reste done intacte; seulement elle s*ap- 
piique aux experiences faites avec des sources de lumiere artificielles, 
et non pas aux observations d'Arago. 

Pour que cette conclusion fAl a Tabri de toute critique* il faudrait 
maintenant reprendre Texp^rience d'Arago et mettre en Evidence le 
changement de refraction qu'elle comporte. Les circonstances ne m'ont 
pas permis encore de faire cette tentative* qui pr^sente les plus grandes 
difficultes. Un changement de refraction qui correspond au dixi^me de 
la distance des deux raies D est dejk presque a la limite de la precision 
qu'on pent atteindre par Temploi des precedes spectroscopiques ordi- 
naires avec les sources de lumifere terrestres : la necessite d*employer 
la lumiere d'une etoile est loin de simplifier le probl^me. 

XL — Anneaux de Hflexion. 

Pour epuiser toutes les ressources que pent ofTrir Temploi des lu- 
mieres artificielles, j'ai voulu essayer encore d'autres ph^nomenes 
d'optique, malgre la provision presque certaine d'un insucces; ce 
sont les interferences correspondant aux anneaux de reflexion et de 
transmission de Newton et aux anneaux des lames mixtes de Young. 

Considerons une source terrestre S [fig* 16) de periode T (qui don- 
nerail a Tetat de repos des ondes dont la distance serait X ^ VT) et sup- 
posons-la assez eloignee pour qu*elle envoie sur une plaque r^frin- 
gente MN un faisceau de rayons sensiblement parallMes. 

Admettons d'abord que la Terre marche dans le sens des rayons in- 
cidents. 
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Une onde tombant sur la face d'entr^e AM donne une onde refl^- 
chie et une onde refractee. Celle-ci traverse la plaque, va se reflecbir 



Fig. 16. 
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en parlie sur la deuxieme surface BN, revient ensuite k la premiere 
qu'elle traverse; puis, selon le retard qu'elle a subi, elle interfere 
plus ou moins completemenl avec celle qui a eprouve la premiere r^ 
flexion. II faut evaluer ce retard. 

Quand I'onde va de A en B» sa vitesse de propagation est 



"'="^-«('-i) 



La vitesse de cette onde relative au milieu refringent est 
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De meme» au retour, la vitesse absolue de propagation des ondes est 



u-u-«(.-i,) 



et la vitesse relative au milieu 






Si Ton appelle e Tepaisseur de cette lame, le temps $ que mettra la 
lumifere a la traverser deux fois est done 
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Comme on pent negliger le rapport (^j j il reste simplement 
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I'indice de refraction n et la vitesse U correspondant* comme nous 
l*avoDS dit, a la periode de vibration T du milieuy laquelle est la meme 
que celie de la source. 

Lorsque Tonde reflechie est revenue k la surface d'entree, celle-ci 
n'est plus en M» mais en M'; elle a parcouruun espace 

L'onde dont il s*agit mettra encore le temps -^ = aS pour revenir 

au point A oil la premiere onde s'etait reflechie. Le retard de ces deux 
ondes est done 

0H-a9=^0(iH-a)--r^-~(i-fa). 

Les rayons refl^chis cheminent en sens contraire du mouvement de 
la Terre; la longueur d'onde, comme nous Tavons dit, est 

L'interference des deux ondes produira une frange d'ordre m donne 
par Tequation 

mV=:Ve(i-f-a) (•), 

ou 

G'est exactement la meme Equation que si la source et la lame re- 
flechissante eussent ^te immobiles. 

On peut rep^ter le meme raisonnement en supposant que la lumi^re 
incidente marche en sens contraire du mouvement de la Terre» et Ton 
arrivera evidemment au meme resultat. 

Ainsi I'ordre des franges d'interference et par consequent les points 
oil on les observe dans les experiences d'anneaux de reflexion sent 
absolument independants du mouvement de la Terre. 

Ces calculs me paraissents'appliquer a Texperience de M. Babinet C), 
bien que les details de cette experience n'aient pas ete rapportes d*une 



(*) Je ne tiens pas ici compte de la perte d'une demi-longueur d'onde qui peut r^ulter de 
la diff(6rence de nature des deux reflexions. 
(') /^o/> premiere Partie, p. i6i. 
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manifere assez explicite pour qu'il soit possible de la discuter avec pre- 
cision. 

Comme la position des franges ne depend que de la p6riode de vi- 
bration delalamerefringenle, on voit qu'avecune source mobile et une 
lame fixe, ou bien avec une source fixe et une lame mobile, on pour- 
rait observer un deplacement des franges; mais Texperience ne parait 
pas facile a realiser. 

On pent mSme aller plus loin et montrer, sans qu'il soit n^cessaire 
de recourir a la formule de Fresnel, qu'avec une source terrestre il ne 
pent pas y avoir de deplacement des franges. Gette remarque feracom- 
prendre pourquoi des calculs bases sur un point de depart inexact peu- 
vent aussi conduire a un resultat nul. 

En effet, quand la lumiere chemine comme nous I'avons suppose, 
Tonde qui pen^tre dans la lame met a la traverser deux fois un temps $ 
qu'il n'est pas necessaire de preciser et, pour revenir au point A, elle 
mettra encore un temps ad. Le retard des deux ondes est done 

0(1-*- a), 

et Tordre m de la frange obtenue est donne par Tequation 

mX(i-4-a) = V0(i -f-«) ou ml=:\e. 

Si la lumiere chemine en sens contraire, I'onde qui traverse la lame 
deux fois met encore le temps d, puisque rien ne distingue ce pheno- 
mene du premier ; seulement, le retard absolu des deux ondes interfe- 
rentes sera 

Comme la longueur d'onde des rayons r6fl6chis est X (i —a), Tordre 
m' de la frange obtenue sera encore donne par T^quation 

ou bien 

m'X — V9, m' = m. 

Bien que le calcul ne fit rien prevoir, j'ai cru neanmoins devoir 
essayer I'experience, parce qu'elle est susceptible d'une extreme 
precision. On pent, comme Ta montre M. Fizeau, obtenir des an- 
neaux de reflexion correspondant a une difference de marche de plus 

Annales de I'J^cole Tiormale. »• S^rie. Tome lU. 5o 
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de 5oooo longueurs d'onde, etsi le ph^nomene dprouvait une alteration 
d'un cent-milli^me de sa valeur, il serait facile de s'en apercevoir. 

Je n'ai pas a indiquer ici les m^thodes qu'emploie M. Fizeau {*) 
pour observer les anneaux d'interf^rence qui correspondent a des dif- 
ferences de marche considerables. Je rappellerai seulement que, k Taide 
d'un petit prisme a reflexion totale place tres-pres du foyer principal 
d'une lentille, on fait r^fl^chir sur cette lentille un faisceau divei^ent 
de rayons qui provienneut d'une flamme d'alcool saI6. Ges rayons sont 
rendus parallMes par la lentille; ils tombent ensuite sur la lame refrin- 
gente, s'y reflechissent sur les deux faces, retournent k la lentille et 
Yont converger ensuite en un point tres-voisin du prisme. En plagant 
Toeil en ce point, la surface de la lame est totalement illuminee* et si 
les faces sont sensiblement paralleles, on y voit une serie de franges 
plus ou moins r^guliferes, alternativement obscures et brillantes, dont 
chacune passe par tons les points oil I'epaisseur est la meme. 

Cette methode presente quelques difBcultes qui tiennenta la nature 
de la source d'une part, et d'autre part au precede d'observation. 

II arrive souvent, quandon emploie la lumi^re d^une flamme d'alcool 
sale, que des lames d'ailleurs parfaitement travaillees donnent lieu a 
des franges trfes-confuses, difficiles k distinguer et quelquefois com- 
pletement invisibles. Cela tient, comme I'a montre M. Fizeau, a ce que 
la lumiere jaune de la sonde renferme, en realite, deuxsortesde vibra- 
tions dont les longueurs d'onde ne difi^rentque de i millikme environ. 
Cbacune de ces sources donne lieu k un systfeme de franges parti- 
culier qui peuvent se superposer exactement, ou alterner exactement, 
ou empieter d'une maniere plus ou moins complete. Dans le premier 
cas, les franges resultantes seront tres-distinctes; dans le deuxieme, 
elles disparaitront dans un ^clairement uniforme; dans le troisieme, 
elles seront plus ou moins confuses. Comme les epaisseurs des lames 
sur lesquelles on op^re s'obtiennent un pen au hasard, on ignore le 
cas que Ton va rencontrer, et il y a pen de chances pour qu'on tombe 
sur le plus avantageux. 

En second lieu, quand I'epaisseur de la lame r^fringente est assez 
grande pour donner unedifi'erence de marche considerable, le moindre 



( ' ) Annates de CtUmie et de Physique, V s^rie, t. LXVI, p. 429. 
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changement d'inclinaison produit une alteration sensible de la diffe- 
rence de marche et fait deplacer les franges. Ces franges, en effet, vues 
kToBil nu, paraissent tr^-mobiles, et il serait difficile d'apprecier ayec 
s^cnrite un deplacement tr^s-faible du k une cause analogue au mouve*- 
ment de la Terre. L'emploi d'une lunette ne fait pas disparaitre cet in- 
convenient en totality, parce que les franges ne se produisent pas sur 
un point de Tespace bien defini ; elles ne sent ni sur la premibre ni 
&ur la deuxieme surface de la lamCtOt la mise au point laisse quelque 
incertitude. 

Choix de la source de lumiere. — Tai cherche d'abord k am^liorer la 
source. 

La flamme rouge que Ton obtient avec les sels de /iVAinen'est pas 
assez homogene quand elle a beaucoup d'^clat, ni assez ^clatante quand 
elle est homogene; les sels de lilhine s'evaporent tres-vite, de sorte 
que cette lumiere n'est pas commode k produire d'une maniere con- 
tinue. 

Une etincelle entre deux fils de thallium donne une lumiere tr^s- 
homogene k condition que Tetincelle soit tr^s-faible. Commela source 
de lumiere est alors reduite a un point, le reglage de Texperience est 
un pen plus d^licat; mais apres quelquesessais on y parvient assez ra- 
pidement. Avec cette source de lumiere et une lame de verre de i4*"'>5 
d'epaisseur, j'ai obtenu de tres-belles franges par le precede optiquc 
qui sera decrit plus loin. Ces franges correspondaient a une difference 
de marche de 80000 longueurs d'onde du thallium. L'emploi du phos- 
phate de thallium, dans un bruleur k gaz, m'a donne d'aussi bons re- 
sultats et d'une maniere plus commode, parce que la source avait 
alors de plus grandes dimensions. Mais, dans les deux cas, par I'etin- 
celle ou par la lampe k gaz, on ne peut obtenir de belles franges que 
si la lumiere est tres-faible. Pour peu qu'on augmente I'eclat, soit en 
mettant plus de phosphate, soit en rendant I'etincelle plus brillante, 
les franges disparaissent. 

J'ai essaye alors si Ton ne reussirait pas mieux avec la lumiere de la 
sonde, dont la production est plus facile, en eliminant I'une des deux 
longueurs d'onde qui se produisent simultanemeut. 

On peut d'abord avec un spectroscope ordinaire produire les deux 

5o. 
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raies brillantes de la soude, eliminer Vune d'elles par tin ecran et uti- 
liser Tautre. 

Dans cetle experience, et dans toutes celles ou Ton utiliserait les 
ph^nombnes d'interference ordinaire, la necessite d'employer une fente 
etroite fait perdre beaucoup dc lumiere; on obtient un r^sultat plas 
satisfaisant en profitant de la double refraction pour eteindre Tune des 
sources. Voici la disposition de Texperience : 

Une flamme jaune est placee au foyer principal d'une lentille qui 
rend les rayons paralleles. Le faisceau lumineux traverse ensuite un 
prisme de Nicol qui les polarise, puis une lame de quartz parallele a 
Taxe et dont la section principale fait un angle de 4S degr^s avec le 
plan primitif de polarisation, et enfin un deuxieme Nicol dont la sec- 
tion principale est parallele ou perpendiculaire a celle du premier et 
pour eteindre ceux des rayons qui au sortir du quartz sont polarises 
dans un certain plan. En choisissant convenablement Tepaisseur de la 
lame cristalline, on pourra faire en sorte que les rayons des deux lon- 
gueurs d'onde qui existent dans la lumiere jaune soient, a la sortie 
du quartz, polarises dans deux plans rectangulaires et eteindre Tun 
des systemes par I'analyseur. Le calcul de cette epaisseur est tres- 
simple. 

Designons par n^ et n^les indices de refraction ordinaire et extraor- 
dinaire du quartz pour la longueur d'onde la plus grande X; n^ et n'^ les 
indices relatifs a la longueur d'onde X'; E Tepaisseur de la lame, et 

supposons que la difference de marche soit 2m - pour le premier et 
( 2 m -f- 1 ) - pour le second ; on aura 

2 m - 1=1 ( n« — /lo ) E, 
2 

(2m -1-1)^' = (»;-«;)£. 



On en deduit 
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L'epaisseur qui convient est alors 

983 X 



E=^ — 



2 /I, — /lo 

On trouve pour le quartz 

E = 3i»",6o. 

Un calcul analogue pour le spatb d'Islande donnerait 

E = i»",682. 

Avec une lame de cette ^paisseur les rayons de longueur d'onde X 
resteront, a la sortie du cristal, polarises dans le plan primitif; leplan 
de polarisation des autres aura tourne de 90 degres. II suffira done de 
croiser les deuxNicols pour faire disparaitre en totalite ces derniers. 

En realite, on n'obtient pasrigoureusementT^paisseurqui convient, 
mais cela n'est pas n^cessaire. On remplace la lumiere jaune par une 
lumiere blanche sur laquelle on maintient les deux raies D, et Ton exa- 
mine la lumiere emergente avec un spectroscope. Le spectre est alors 
sillonn^ de bandes d'extinction ; on fait tourner un peu la lame cris- 
talline pour augmenter ou diminuer la difference de marche, et Ton 
am^ne une des bandes noires sur Tune des deux raies D. L'appareil est 
alors T&gUf et en I'eclairant avec la lumiere de la sonde il ne laissera 
passer que des rayons d'une seule longueur d*onde. 

Pour que Texperience reussisse bien, il faut que la difference de 
marche soit sensiblement la m6me en tons les points de la lame cris- 
talline. L*emploi du spatb d'Islande ne convient pas, parce que Tepais- 
seur est trop faible et que les moindres d^fauts des surfaces ont une 
influence notable; on n*arrive pas alors k ^teindre compl^tement Tune 
des deux raies brillantes. Le quartz, au contraire, donne des r^sultats 
excellents. 

La perte de lumiere est assez faible. En effet, le premier Nicol en- 
leve la moitie de la lumiere incidente et le second la moiti^ du reste. 
L'eclat de la lumiere emergente est done le quart de celui de la source 
et la moitie de celui qui correspond a la longueur d'onde utilis^e. 

Avec cette disposition, on obtient des franges sur toutes les lames, 
d'epaisseur inferieure a 10 millimetres, qui n'en donnaient pas prec^- 
demment avec la lumiere de la soude seule, a cause de Tempietement 
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plus ou moins complet des deux systbmes simaltanes, et les franges 
obscures sont parfaitement noires. 

En produisant les franges a Taide d'une lame d'air dont on fera 
Tepaisseur d'une manifere continue, on ne doit pas observer ces alter- 
natives de disparition et de reapparition de franges qui ont 6t6 signa- 
lees par M. Fizeau. En effet, j'ai r^alis^ Texp^rience avec deux lames 
de verre dont Tune 6tait fixe et Tautre port^e par le chariot d*une 
machine a diviser. En faisant marcher la lame mobile de manifere a 
augmenter progressivement T^paisseur de la lame d'air, le champ res- 
tait convert sans interruption de franges qui couraient toujours dans le 
meme sens jusqu*k ce que Tintervalle des lames fut d'enyir.on i5 mil- 
limetreSt ce qui correspond k une difference de marche de 5o ooo lon- 
gueurs d'onde. Les franges sont alors moins nettes, plus agitees, ce 
qui peut tenir en partie aux d^fauts d'homog^neite des differents 
points de la couche d'air. Je n'ai pas r^ussi d'aiileurs k pousser Tex- 
perience plus loin. 

J'ai &t6 surpris de constater que I'emploi de I'appareil a extinction 
de Tune des raies D ne permet guere d'observer plus facilement les 
franges qui correspondent k une difference de marche considerable, 
cellesque donnent des lames de verre de 12 k i5 millimetres d'epai»- 
seur, par exemple. Ce qui explique cette circonstance, c'est que pour 
la flamme de la sonde rendue homog^ne, comme pour la lumi^re du 
thallium, les franges s'evanouissent aussit6t qu'on augmente I'eclat de 

la source. 

Les causes principales qui limitent le nombre des franges que Ton 
peut observer sont done les suivantes : 

i^ En un point determine de la source il se produit des change- 
ments physiques qui allerent de temps en temps la phase de vibration, 
de sorte que les rayons interferents n'ont plus la meme origine. Cetle 
cause d'alt^ration agit beaucoup moins vite que ne le pensait Fresnel, 
et rien n'indique qu'elle ait de I'influence dans les phenomknes que 
nous pouvons observer. 

2^ Les milieux dans lesquels se produit la difference de marche ne 
sont jamais absolument homogenes. 

3^ Une source de lumiere homogkne n'emet, quand elle a pen d'in- 
tensitCy que des rayons d'une longueur d'onde bien definie; mats, k 
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mesure que T^clat augmente pour une cause quelconque, elle emet en 
meme temps des rayoDS dont les longueurs d'oude sont voisioes en 
plus et en moins. Ces vibrations nouvelles donnent des systemes de 
franges un peu differents qui finissent par envahir le champ et pro- 
duire un eclairement uniforme. On s'en assure^ du reste, en observant 
une telle source avec un spectroscope ; on aper^oit d'abord une raie 
trfes-fine, comme la fente, et, a mesure qu'on augmente Tintensite de 
la source, cette raie devient baveuse en s'^largissant des deux cdtes; 
les instruments d'acoustique presenteraient d'ailleurs des propriet^s 
tout a fait analogues. Cette derniere cause est celle qui parait avoir 
la plusgrande influence. 

Mode d observation des franges . — Je n*ai pas tire grand profit, comme 
on le voit, des modifications apportees ^ la source de lumiere; mais 
je crois avoir ^te plus heureux pour le mode d'observation, en pro- 
duisant les franges dans un plan bien defini, au lieu d*examiner celles 
qui se forment dans I'int^rieur de la lame elle-m^me, en des points 
qu'il est difficile de preciser. 

Supposons d'abord que les faces de la lame soient rigoureusement 
planes et paralleles; ^clairons-la par une source assez large pour don- 
ner des rayons de toutes les directions, et considerons a part chacun 
des faisceaux de rayons paralleles. 

Le faisceau normal a la lame se refl^chit normalemeut, et les deux 
systfemes de rayons qui le constituent ont une difi'erence de marche 
exprim^e par la formule 

A = 2 ne -+- - • 

# a 

En recevant ce faisceau sur une lentille convergente, on obtiendra 
au foyer principal un certain pbenomene, une interference compile 
par exemple. 

Un faisceau qui fait avec la normale ^ la lame un angle f corres- 
pondant k un angle de refraction r 6prouve une difference de marche 

'^ 

A' = 2n«cosr4--* 

Ces rayons, une fois reflecbis sur la lame puis r^fract^s dans la len- 
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tille convergente, iront former dans le plan focal principal un autre 
ph^nombne, par exempleun maximum de lumi^re. 

En menant par le centre optique de la lentille une serie de droites 
faisant le meme angle f avec la normaLe a la lame reflechissante, on 
formera un cone dont les generatrices seront paralleles aux differents 
faisceaux qui se r^flechissent sous le meme angle et ont la mime dif- 
ference de marcbe. Ge cdne determinera sur le plan focal un cercle 
dont tons les points seront egalement ^claires. 11 se produira done dans 
le plan focal principal de la lentille une s^rie d'anneaux circulaires, 
alternativement brillants et obscurs, absolument fixes et independanls 
de la position de Toeil; lespointes comporteront alors plus de rigueur. 
Si Ton se borne aux rayons pen ecartes de la normale, on pourra 
representer la loi des premiers anneaux par la formule suivante : 

dans laquelle p est le rayon d'un anneau, /la longueur focale de la 
lentille, m^ Tordre de la frange centrale et m Tordre de Tanneau con- 
sider e. 

On pent observer ces anneaux a Toeil nu, en plagant la flamme entre 
I'oeil et la lame, comme Ta remarque d'abord Haidinger avec une lame 
de mica, ou mieux en faisant reflechir la luroiere incidente sur la lame 
k Faide d*une lame transparente. Cette derniere disposition permet de 
voir aisement le centre des anneaux, lequel est situe sur la normale et 
ne pourrait se voir qu'a travers la flamme elle-meme dans la disposi- 
tion precedente. 

Dans les deux cas, il faut accommoder Toeil pour voir a I'infini, et Ton 
aperQoit de beaux anneaux circulaires. Pour fixer la position de ces 
anneaux, il suQit de remplacer Toeil par une lunette astronomique a 
reticule. Les anneaux se dessinent alors au foyer principal de Tinslru- 
menl, et on les pointe avec toute Texactitude desirable al'aide d'un re- 
ticule. 

Nousavons suppose que les deux faces de la lame etaient rigoureu- 
sement planes. Lorsque cette condition ne sera pas sufiisamment 
remplie, le faisceau reflechi parallelement a une direction determinee 



(') Annales de Chimie et de Physique, 4' sArie, t. XXOI, p. laS. 
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et provenaDt des diffi^rents points de la surface ne sera pas formd de 
systfemes de rayons ayant tousia meme difference de marche; Tinten- 
sit^ ne sera jamais nulle au point de concours dans le plan focal et les 
interferences reguliferes disparaitront. Comme il n'y a pas lieu d'esp^ 
rer de lames parfaites, on ^lude la dilficulte en posant entre la lame et 
la lentille qui forme Tobjectif de la lunette un diaphragme de grandeur 
convenable. Le diaphragme remplit le tn&me rdle que ceux que Ton 
emploie dans certains objectifs de photographic. 

Le ph^nomfene produit en un point mdu plan focal de TobjectifL 
{^g. 1 7 ) provient des rayons qui se sont reflechis sur uue portion M de 
la lame ayant la meme etendue que Touverture du diaphragme. Si la 
lame M est assez bien travaillee pour que les systemes de rayons qui con* 
stituent ce faisceau aient sensiblement la meme difference de marche» on 
obtiendra en m une interference reguliere. Si cette condition n'est pas 
remplie, on reduira davantage Touverture du diaphragme, jusqu'a 
ce que les franges soient bien nettes. Ces franges ne sont plus circu- 
laires, bien entendu : ce sont les anneaux deformes en chaque point m 
d'une quantite proportionnelle a la variation d'^paisseur de la lame au 
point correspondant M. L'etude de la lame pourrait done etre faite par 
la mesure de ces deformations. 

J'ai employe de preference une autre disposition equivalente en 
theorie, mais qui a I'avantage de menager toute la lumiere incidente. 

Les rayons lumineux partis de la source S tombent sur une lentille 

Fig. 17. 




K qui forme au point P une image de la source. En ce point est un 
prisme k reflexion totale situe enlre la lentille convergente L et son 
foyer principal F. Les rayons reflechis par ce prisme tombent sur la 
lentille L, puis sur la lame MMS reviennent a la lentille et vont conver- 

AnnaUs dt VEcolc Normale. 3* Serie. Tome III. 5 1 
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ger en F au dela du foyer principal. Lk se trouve robjectif d'une pe- 
tite lunette a reticule l, qui vise au plan focal principal F. On distingue 
ainsi a Taide de cette lunette les franges qui se produisent dans le 
plan focal principal. 

On voit aisement que le prisme reflecteur P, qui est en realite beau- 
coup plus petit que ne Tindique la figure, fait fonction de diaphragme. 
Ed etteU les rayons qui reviennent de la lame MM' dans la direction 
Om proviennent de rayons incidents qui sont partis du prisme P dans 
une direction telle que PI, et qui ne couvrent sur la lame MM' qu'une 
etendue a peu pres egale a celie du prisme lui-meme. Ces rayons, ne 
provenant ainsi que d'une region tres-petite M, produiront au point m, 
dans le plan focal, un phenomene regulier d'interf^rence correspon- 
dant a Tepaisseur de la lame au point M et a Tinclinaison du faisceau. 
On ameliore encore le phenomene en diaphragmant un peu Tobjectif 
de la lunette d'observation en P'; c'est comme si Ton reduisait les di- 
mensions du prisme a reflexion. 

Par ce moyen, on obtient de tres-belles franges bien nettes et abso- 
lument fixes avec toutes les lames epaisses qui ne donnaient, par les 
precedes ordinaires, que des franges vagues et agitees. 

Le mode d'observation etant bien determine, j'ai essaye si le mouve- 
mentde la Terreaurait une influence appreciable. Unappareil analogue 
a celui que je viens de decrire etail installe sur la table mobile autour 
d'un axe vertical, et, apres avoir pointe une frange, on dirigeait Tappa- 
reil de fa^on que la lumiere incidente marchat alternativement dans le 
sens ou en sens conlraire du mouvement de la Torre. Le resultat a etd 
constamment negatif, comme on s'y attendait. 

Voici, par exemple, une observation faite le 24 decembre 1871, a 
ii**3o" du matin. 

La lame etait en flint et avait 10 millimetres d'epaisseur, ce qui don- 
nait une difference de marche de plus de 5oooo longueurs d'onde. On 
a examine avec attention la position des franges par rapport au reti- 
cule de la lunette, en dirigeant alternativement I'appareil vers Test et 
vers Touest, et Ton a pu s'assurer que, s'il y avait un deplacement, il 
etait certainement inferieur au dixieme de la distance de deux franges 
brillantes, c*est-a-dire qu'il n'etait pas la cinq cent millieme partie de 
la difference totale. 
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XL — yinneaux de transmission. 

Les anneaux de transmissioD sont moins faciles k observer parce 
qu'ils se produisent sur un fond eclaire, les minima n'etant que de 
petits afTaiblissements deliimiere par rapport h Teclairement general. 

D'ailieurs, puisque le phenomene est exactement complementaire 
de celui des anneaux de reflexion, et que ces derniers ne sont pas in- 
fluences par le mouvement de la Terre, il est certain que la position 
des anneaux de transmission ne sera pas non plus modifiee. 

Sans repeter les calculs, il est facile de voir qu'en theorie les pb6- 
nomenes sont identiques. 

En effet, pour produire les anneaux de reflexion, les deux ondes 
entre lesquelles s'etablit une difference de marche se separent sur la 
premiere face de la lame. L'une des ondes sereflechit immediatement; 
Tautre traverse la lame deux fois pendant que cette lame se deplace en 
vertu du mouvement de la Terre, dans le sens des rayons incidents par 
exemple. 

Au contraire, si Ton observe les anneaux de transmission, on n'a 
qu'a supposer la source de Tautre cote. La lumiere incidente traverse 
d'abord la lame jusqu'a la face de sortie. Ici Tonde se partage en deux 
dont Tune suit son chemin, Tautre retourne a la face d'entree pour s'y 
reflecbir encore. Ces deux derniers passages k travers la lame sont ab- 
solument identiques a ceux que nous avons consideres dans le cas des 
anneaux de reflexion et la difference de marche g^om^trique sera 
exactement la meme. 

Je n'ai d*ailleurs fait aucune experience h grande difference de 
marche avec les anneaux de transmission, parce que I'observation en 
serait tres-difficile. 

XII. — Anneaux des lames mixtes. 

On pent appeler anneaux de refraction [^ ) ou anneaux des lames 
mixtes (pour rappeler une ancienne observation d'Young) les pheno- 



(») Annales de Chintie et de Physique, 4* s^rio, t. XXffl, p. ii8. 

5i. 
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menes que Ton obtient par riDterference de deux faiseeaux de lumiere 
qui out parcouru le meine chemiD geometrique, Tun dans Fair, I'autre 
dans un milieu refringent, ou bien encore qui ont traverse deux mi- 
lieux differents d'epaisseurs egales et inegalement refringents. 

Pour calculer ces pheaomenesy evaluons d'abord le temps que mettra 
une onde incidente AP {fig. i8) pour aller du point A de la face d'en- 

Fig. 18. 




tree au point B de la face de sortie, situe sur la mSme normale. Ce 
temps est celui que mettra Tonde refractee AR pour aller aussi du 
point A au point B, ou bien celui que met le rayon refracte AA' pour 
alter du point A au point C. Ce temps est 



/lecosr 



^ AC e cos r 



les lettres ayant les memos significations que precedemment. 

Le chemin que la lumiere aurait parcouru dans le vide pendant le 
meme temps 6 est 

V0 = necosr. 

Le chemin equivalant au temps necessaire pour traverser de la meme 
maniere et sous la meme incidence un autre milieu d'egale ^paisseur et 
d'indice de refraction n' sera de meme 

n' e cosr', 

de sorle que la difference de marche de deux rayons qui auront tra- 
verse deux milieux differents dans ces conditions sera 

^x^=^e (n cosr — n' cosr'). 
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En particulier, si Tun des milieux est simplement le vide ou I'air, il 
suflira de remplacer n'par i, Tangier' deviendra egal ai, el la diffe- 
rence de marche sera 

Aj:— e (ncosr-- cos/). 

Enfm, si les lames sont normales au faisceau incident, ces differences 
de marche deviennent 

^i — ein— n'), 
A, — e(n — i). 

Pour faire interferer deux pareils faisceaux de lumiere, on peut em- 
ployer plusieurs moyens; j*en vais indiquer quelques-uns. 

Avec une source de lumiere homogene, on peut prendre un collima- 
teur a fente et une lunette astronomique, entre lesquels on place une 
lame refringente de maniere k intercepter Tune des moities du faisceau 
de rayons parallMes qui vont du coUimateur a la lunette. 

On obtient ainsi au foyer principal de la lunette un systeme de franges 
qui provient de Tinterference des deux moities du faisceau lumineux. 
Ces franges correspondent au phenomene de diffraction produit par 
une fente etroite; elles sont d'autant plus larges que le faisceau de lu- 
miere utilisee est plus etroit. 

Si la source de lumiere n'est pas homogene, les differents points du 
plan focal de la lunette sont en meme temps le siege de franges 
obscures ou brillantes, provenant de differents faisceaux homogenes 
emis par la source, et, si la lame M n*est pas tres-mince, on observe 
un eclairement homogene. Pour distinguer les franges, il suffit d'em- 
ployer la methode generale de MM. Fizeau et Foucault et d'analyser par 
un spectroscope a fente le phenomene qui se produit en chaque point 
du champ : on obtient alors un spectre cannele. 

On peut simplifier Tappareil en utilisant le phenomene des bandes 
de Talbot {*). II sufiit pour cela de placer la lame refringente sur Tune 
des moities du faisceau lumineux dans un spectroscope ordinaire, en 
ayantsoin toutefois que la portion du faisceau sur laquelle on etablit 
ainsi un retard soit celle qui traverse les prismes refringents dans le 
voisinage de Tarete, c'est-a-dire du cote oppose a celui vers lequel s'ef- 



(') Voir Journal de Physique^ 1. 1, p. 182. 
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fectue la dispersion. On obtient ainsi dans le spectre les nnemes canne- 
lures que precedemment, mais avec plus de lumi^re, parce qu'on n*a 
besoin alors que d'une fente. 

Quel que soil le moyen employe pour produire des bandes dans le 
spectre, on ne pent pas atteindre ainsi une difference de marche assez 
grande pour la question qui nous occupe. En effet, il serait difficile 
d'apercevoir dans un spectre 5ooo bandes d'interference, et meme si 
Ton y parvenait la difference de marche serait alors d'environ 5ooo lon- 
gueurs d'onde pour le rouge extreme et loooo longueurs d*onde pour 
Textreme violet. Avec un reseau de franges aussi serr^es il ne serait pas 
possible d'apercevoir un petit deplacement. 

Le moyen qui reussitle mieux pour obtenir les anneaux des lames 
mixtes, avec de grandes differences de marche, est le refractometre 
interferential de M. Jamin. 

Lorsque les lames de cet appareil sont exactement paralleles (*) et 
qu'on rcQoit la lumiere ^mergente sur une lunette, on obtient, au foyer 
principal de cette lunette, des franges d'autant plus larges que les 
vcrres sont plus homogenes. En interposant alors une lame refrin- 
gente sur le trajet de Tun des deux faisceaux interferents, on ob- 
tient au foyer principal de la lunette d*observation, si la source de 
lumi^re est homogene, une serie d'anneaux circulaires. Le centre de 
ces anneaux correspond aux rayons qui ont traverse normalement la 
lame refringente; chacun des anneaux circulaires est du aux differents 
systemes de rayons paralleles qui ont traverse cette lame sous une 
meme incidence. 

Les rayons des premiers anneaux sont representes par la formule 

lorsque la difference de marche est due a ce que Tun des rayons seu- 
lement a traverse un milieu refringent. 

Si les deux moities du faisceau avaient traverse deux milieux diffe- 



(') f^oir, pour la theorie de I'appareil de M. Jamin, Jnnales de Chimie et de Physique, 
4*s6rie, t. XXUI, p. i4i. 
(') Annales dc Chimie el de Physique, 4* s4rie, t. XXUI, p. lap. 
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rents, les rayons des premiers anneaux seraient donnas par Tequa- 



tion 



p»— /»(m— mo) 



nn 



n — n' e 



Le seul point sur lequel il y ait lieu d'insister est que les diametres 
des anneaux sont d'autant plus grands que la longueur focale de la lu- 
nette est elle-meme plus grande. 

On pent remarquer encore que, la lame refringente n'intervenant ici 
que par I'exces de I'indiee de refraction sur I'unite, le travail des sur- 
faces n'a pas besoin d'etre aussi parfait que lorsqu'il s'agit de pro- 
duire des anneaux de reflexion ou de transmission; on verra, en effet, 
qu'il a ete possible d'obtenir des anneaux reguliers avec des epaisseurs 
de verre de pres de 3o millimetres. 

Pour determiner I'influence que pent avoir le mouvement de la Terre 
sur le phenomene, il sufBt evidemment d'examiner si la frange cen- 
trale qui correspond aux rayons normaux pent etre modifiee. 

Supposons que Ton emploie une source mobile avec Tobservateur, 
puisque c'est le seul cas pratique, et admettons que le mouvement de 
la Terre soit parallele aux rayons incidents SA qui tombent sur la 
IameM(y?5^. 19). 





Fig. 19. 
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La Vitesse des ondes relative a la lame est, comme nous I'avons vu 
plus haut, 






de sorle que le temps Q necessaire pour qu'une onde traverse la 
lame est 

e e 



e = 



"-l "i'-m) 
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En negligeant des quantites de Tordre du carre de TaberratioD, on 
obtient 

Pendant ce temps d, la deuxieme face B de la lame est venue en B' 
et a parcouru un espace BB'= u^. L'onde consideree est en ce point B' 
et le chemin AB' qu'elle a parcouru est egal a 

en faisant abstraction de termes negligeables. 

Le chemin parcouru pendant le meme temps d, par le rayon qui a 
march^ dans Fair, est 

La difference de marche A est done 

A ~tf(n 4- a) — 6 (i -I- an) = c (n — i)(i— a). 

Comme la longueur d*onde de la lumiere, en vertu du mouvementde 
translation, est devenue X (i ~ a), I'ordre m de la frange obtenue sera 
donne par Tequation 

e{/i — i)(i— a) = mX(i — a), 

ou bien 

e(n --i)=:mX. 

Cest exactement Tequation qu'on aurait obtenue si Ton avait sup- 
pose la source et I'observateur immobiles. 

On arrivera evidemment au meme resultat en supposant dans le 
calcul que les rayons incidents se propagent en sens contraire du de- 
placement de la lame. 

II en resulte done que ce nouveau genre de phenomenes doit aussi 
cooduire \ un systeme de franges absolument independant du mouve- 
mentde la Terre. 

On voit aussi que le deplacement des franges ne serait pas nul si 
Ton pouvait operer avec une source fixe: ce deplacement correspon- 
drait alors auchangemeut de periode apparente de vibration. 

De meme encore on serait conduit a un deplacement de franges si le 
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terme U qui entre dans la formule n'^tait pas independant du mouve- 
ment de la Terre* c'est-a-dire si Ton n'acceptait pas I'interpretation que 
nous avons donnee de ia formule de Fresnel. Les deux experiences qui 
suivent donneront une idee delaprecision que Ton p^ut atteindre. 

Premitre experience, — 24 mars 1870; 10^ 3o"* du soir. 

On s'est servi d'une lame de flint l^ger de 10""°^, a d'epaisseur. Les 
franges sont |lres-belles, et Ton juge qu'il n'y a pas un deplacement 
d'undixiemede ladistancede deux frangesbriIlantes,Iorsquerappareil 
est dirige alternativement vers Test et vers I'ouest. La difference de 
marche etant d'environ 10 000 longueurs d'onde, le deplacement, s*il 
existe, n'est done pas la cenl-millieme partie de la difference de 
marche. 

Deuxidme experience. — 29 mars 1870 ; 1 1*" 45" du soir. 

L'experience a ete recommencee avec une lame de crown de 28 mil- 
limetres d'epaisseur environ. 11 n'y avait pas un deplacement d'un 
huitieme de frange quand Tappareil etait alternativement dirige vers 
Testou versTouest. La difference de marche des deux faisceaux etant 
d'environ 24000 longueurs d'onde, il n'y avait done pas un deplace- 
ment correspondant a la cent quatre-vingt-douze-millieme ou la deux 
cent-millibme partie de la difference de marche. 

Comme on le voit, c'estune quanlite vingt fois plus faible queTaber- 
ration. 

XIII. — Experience de M. Hoek. 

M. Hoek(*) a publie recemment des experiences interessantes par 
lesquelles il s'est propose en particulier de determiner le degre d'exac- 
titude de la formule de Fresnel. 

Le principe de ses experiences est le suivant : 

Deux faisceaux lumineux A et B marchent parallelement et I'un 
d*eux A traverse un milieu refringent M. Ces faisceaux se refractent 



(' ) Archives neerlandaises, t. 01, p. 180 (1868), et t. IV, p. 443 (1869). 
Annalti de Vtcole Normale, a" Sdrie. Tome III. 5a 
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sur uoo lentille convergente, vont au foyer priDcipal se r^fl^chir sur 
UD miroir el revienneot ensuite en echangeant leurs cbemins; au retour 
le faisccau A', issu du premier faisceau A, passe dans Tair, tandis que 
le second B\ issn de B, traverse le milieu r^fringent. 

Si Tappareil est entierement immobile, il est clair que les retards 
cprouves par les deux faisceaux seront identiques h Taller et au retour 
el que la difference de marche finale sera nulle. 

Mais si le milieu r^fringent est en mouvement, dans le sens, par 
exemple, des rayons incidents, le retard imprime par ce milieu aux 
faisceaux qui le traversent pourra n*Stre pas le m^me, et Tun d'eux 
pourra acquerir une certaine avance. Au contraire, en changeant le 
sens du mouvementdu milieu, Tavancese portera sur Tautre faisceau, 
et Ton pourra observer un certain d^placement ou une production de 
franges. 

L'experience ayant ^t^ negative, M. Hoek en conclut Texactitude de 
la formule de Fresnel, mais sans avoir remarqu^ la difference qui existc 
entre cette experience faite avec une source terrestre et Texperience 
d'Arago oil Ton employail la lumiere des etoiles. Le calcul de Texpe- 
rience de M. Hoek pent, d*ailleurs, etre present^ d*une manifere tres- 
simple. 

Supposons que le milieu M, termine par deux faces parall^les, marche 
avec laTerre dansle sens des rayons incidents ; nous avons vu (p. 4o8) 
que le temps employe par une onde A h traverser cette lame est 

Pour parcourir le meme cbeminrelatif dans I'air, une onde du fais- 
ceau B emploiera le temps 

f 

Le retard t dc ccs deux ondes est done 

On voit que le retard imprime par le milieu refringent au faisceau 
qui Ta traverse est independant de.l^berration a et par consequent du 



PAR SUITS BU MOOVEMENT DE LA SOURCE LUMINEUSE, ETC. 4'^ 

sens dans lequel a lieu le mouvement de la Terre. Au retour, le retard 
imprim^ k Tautre faisceau sera le merne, et si cesdeux faisceaux A etB 
sont partis d'uu meme point en concordance, ils y reviendront sans 
difference de marche. Le mouvement de la Terre ne pent done avoir 
aucune influence sur les pbenom^nes observes dans cette experience. 

Ge resuitat, comme la plupart de ceux que j'ai indiques deja» n'est 
compatible qu'avec la formule de Fresnel. On pent le montrer aise- 
ment. 

Supposons que la vitesse de propagation d'une onde dans un milieu 
qui est entraine dans le mSme sens ait pour expression 

U':= U-h a — aa, 

a etant une quantite que Ton d^terminera de manierc k satisfaire a 
Texperience, etqui dans tons lescas est egale a I'unite lorsque Tindice 
de refraction est egal a i . 

La vitesse de I'onde A par rapport au milieu refringent M sera 
egale k 

U'— II, ou bien U — aii; 

le temps Q necessaire pour traverser cette lame sera 

^ e e ( fiLu\ ne I nan\ 

^^ irr^=u i'-^- TTJ = V l'-'- -V-)' 



ou 



=1: — (n 4- n'aa). 



L'aulre faisceau B mettra pour parcourir le meme cbemin dans I'air 
le temps 

Le retard des deux ondes sera done 

Au retour, c'est le faisceau B' qui sera modifie, et, comme il tra- 

52. 
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verse le milieu M dans un sens oppose au transport de ce milieu, le 
retard des deux faisceaux sera 



6 n 

r, = ^7 (/I — 0— T7n(n»a — I). 



En definitive, le retard resultant sera egal a la diflerence des deux 
retards t et t, , c*est-a-dire 



(l) yrt(/i»a--l). 

Si Texperienee indique que ce retard est absolument nul, il faudra 
en conclure necessairement 

I 
ou bien 



U' = U-.«(.-l) 



c'est-k-dire precisement la formule donnee parFresnel. 

M. Hoek considere aussi son experience comme un moyen de ve- 
rifier avec quel degre d'approximation le terme de correction, qui 
entredans la formule deFresnel, represente le changement de vitessc 
desondes du au mouvement du milieu refringent. 

Si la vitesse de ce milieu s'ajoutait simplement k la vitesse de la 
lumiere, on aurait 

ce qui donneraitpour retard entre les deux faisceaux, dans Texperiencc 
de M. Hoek, 

2f? e I 



V V 5ooo 



Si la vitesse de propagation etait independante du transport du mi- 
lieu refringent, a serait egal a i; Texpression (i) donnerait alors un re 
tard du sens contraire et egal a 



Y«(/i^~i). 
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£q prenant i,5 pour Tindice de refraction, on obtiendrait 

V V V 4000 

On voit que dans le premier cas le retard de Tun des deux faisceaux 
serait la cinq-millieme partie du temps que mettrait la lumiere a par- 
courir dans Tairun chemin egal a Tepaisseur du milieu interpose, et 
que dans le second cas il en serait le quatre-millieme, mais en sens 
contraire. Plus simplement la difference de marche serait le cinq-mil- 
li^me ou le quatre-millieme de cette epaisseur. 

Si cette epaisseur est de 100 millimetres comme dans Texperience 
de M. Hoek, la difference de marche serait de 4o ou 5o longueurs 
d'onde. Comme il est certain, d'apres M. Hoek, que le deplacement 
n'est pas d'une demi-longueur d'onde, il en resulte que la formule de 
Fresnel se trouve verifiee a un centieme pres de sa valeur. 

(Lescalculs de M . Hoek ne sont pas presentes tout a fait de cette 
manifere; mais, au lieu de discuter ses raisonnements, j'ai prefere leur 
donner une forme qui me parait plus rigoureuse, le fond restant d'ail- 
leurs le meme. ) 

J'ai deja indique la disposition (^) de Tune des experiences de 
M. Hoek. 

Dans un autre appareil mieux combine, la lumifere partait d'une 
fente S placee au foyer principal d'un collimateur L, se reflechissait 
en partie sur la premiere face d'un prisme P, traversait ensuite Tob- 
jectif L' et la fente S' d'un deuxibme collimateur, puis les deux lunettes 
et le milieu refringent^comme dans la premiere experience, et revenait 
ensuite, par le collimateur S'L', tomber de nouveau sur le prisme P. 
La lumiere de retour etait r6fractee dans le prisme, et on I'observait 
avec une lunette. 

Cette deuxieme experience n'a pas mieux reussi que la premiere; 
quelque direction que Ton donnat h I'appareil, on n'a jamais aper<;u 
de minima dans le spectre. M. Hoek en conclut Texactitude de la for- 
mule de Fresnel. 

En toute rigueur, on pourrait dire que ces experiences ingenieuses 



(') Premiere Partie, p. 162. 
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(le M. Hoek sont douhlement negatives. II n*est pas prouve que, si le 
ph^nomfene donnait lieu reellement k un retard entre les deux fais- 
ceauxy l*appareil ferait voir les bandes qui en r^sulteraient. En d'au- 
tres termes, on n*est pas certain que Tappareil soit suffisamment regie 
pour montrer les bandes d'interference qui pourront se produire. 

Suppdsons, en efTet, que pour une certaine couleur les deux fais- 
ceaux produisent sur la fente du spectroscope dans le premier appareil 
une interference complete. II y aura en ce point une bande obscure ; 
mais, comme la lumiere ne pent pas s'aneantir, cette bande sera bor- 
d^e a droite et a gauche de deux bandes brillantes. Si Tintervalle de 
ces frangeSy qu'il faudrait determiner, etait plus petit que la largeur 
de la fente du spectroscope, on n'en serait pas pr^venu et le spectre 
n'offrirait en aucun cas des cannelures brillantes et obscures. II n*est 
meme pas impossible que le choix de la direction des fentes n*ait ete 
mal fait, que les franges produites par la lumiere qui provient de 
Tun des points de la source ne soient perpendiculaires a la fente du 
spectroscope, auquel cas le spectre ne pourra deceler aucune interfe- 
rence. 

J'exagere sans doute les objections, mais on ne saurait etre trop 
prudent pour tirerune conclusion d'une experience negative. Je crois, 
par exemple, que Texperience de M. Hoek serait singulierement ame- 
lioree si Ton produisait artificiellement une difference demarche entre 
les deux faisceaux, en etablissant une lame mince sur le trajet de I'uu 
d'eux. On obtiendrait ainsi dans le spectre des bandes d'interference, 
et il resterait a constater si ces bandes se deplacent ou sont immobiles. 

Quoi qu'il en soit, j'ai essaye de repeter cette experience de M. Hoek 
sous une autre forme; j'y etais d'autant plus interesse qu'a I'epoque 
oil j'ai fait cette tentative je croyais encore a la necessite de modifier 
le terme principal U de la formule de Fresnel suivant le sens du mou- 
vement; dans cette hypothfese, I'experience de M. Hoek devait donner 
un resultat positif allant jusqu'a une frange entiere avec les lames dont 
je me servais. 

La disposition experimentale que j'ai employee a ete imaginee par 
M. Jamin (*). A Taide d'une plaque de verre epaisse L {fig. 20), ar- 



(' ) Annalcs de Chimie et de Physique , 4' s^rio, t. XXIII, p. i46. 
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gentcc siir sa deuxieme face, on partage un faisceau de lumiere KI en 
deux autres Im' etR/zz, dont Tun est reflechi sur la premiere face et 
Tautre sur la seconde. Ces deux faisceaux, en se refl^chissant sur deux 
miroirs k angle droit m et m\ echangent leurs routes, reviennent a la 




plaque L et reprennent identiquement le chemin IK, si chacun d*eu)t 
eprouve au retour une reflexion difTerente de celle qu*il a subie a 
Taller. Ces deux faisceaux ainsi superposes peuvent donner lieu k des 
phenomenes d'interference. 

Si les miroirs m elm' sont rigoureusement rectangulaires et si leur 
intersection est parallele k la plaque L, la difference de marche est 
nulle pour les faisceaux de toutes directions, et Ton n'obtient pas de 
franges. 

Si, les miroirs etant toujours rectangulaires, leur intersection fait 
un petit angle avec la plaque L, on apercevra, en examinant la lumibre 
de retour, soit k Toeil nu accommode pour la vision eloignee, soit avec 
une lunette pointee sur Tinfini, un systfeme de /ranges rectiUgnes per- 
pendiculaires a la projection de VarSte des deux rmroirs sur le plan de la 
plaque L. En particulier, si la plaque est verticale et les deux miroirs 
meimf h, pen pres verticaux, les franges sevont horizontales. 

La figure indique sufBsamment les autres parties de Tappareil : S est 
une source de lumiere blanche, une lampe a gaz ou a petrole; P est un 
prisme a angle tres-aigu pour ^liminer la lumiere reflechie sur une des 
faces; L est une des plaques epaisses de Tappareil interferentiel de 
M. Jamin; MN le milieu interpose sur le trajet de Tun des faisceaux. 
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Quand la lumiere revient, elle traverse en partie leprisme P, et Ton ob- 
serve les franges avec une lunette astronomique /a reticule. Comma la 
distance des franges est en raison inverse de Tinclinaison de Tarete des 
miroirs, on pent, par le moyen d'une vis de rappeU modifier lepheno- 
mene a volonte, et dohner aux franges la largeur que permettent les 
imperfections des surfaces. 
Voici quelques-unes des experiences : 

aSjuillel 1871, minuit. — 16 aoAt 1871, ii*»3o« matin. 

La lame MN etait formee de quatre glaces de Saint-Gobain coUees 
ensemble depuis longtemps au baume de Canada, et dont Tepaisseur 
totale etait de 32 millimetres. 

L'appareil a ete dirige alternativement vers Test et vers I'ouest sans 
donner lieua aucun deplacement appreciable. On aurait aper^u facile- 
ment une difference de marcbe d'un dixieme de longueur d'onde. 

19 aoOt 1871, 1 1 heures du matin. 

On a pris cette fois pour milieu interpose un prisme de flint lourd 
dont les deux bases ont ete travaillees avec soin. L'epaisseur ainsi tra- 
versee etait 98™", 5. Le phenomene d'interference etait tres-pur et le 
resultat a ete absolument negatif, c'est-k-dire qu*il n'y avail pas un 
deplacement d*un dixieme de frange. 

II ne serait pas impossible de repeter Texperience de M. Hoek avec 
la lumiere d'une etoile, mais je crois que le resultat serait encore ne- 
gatif. En effet, le retard de deux faisceaux, dont Tun a traverse le mi- 
lieu, a pour expression 

rindice n etant une fonction de la periode apparente de vibration. On 
voit aisement que la periode apparente de vibi;ation serait exactement 
la meme pour Taller et pour le retour des rayons et que, par suite, la 
difference serait loujours nulle. 
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XIV. — Retour sur la double refraction rectiligne on circulaire. 

J'ai montre dans la premiere partie de ce travail que le mouvement 
de la Terre n'a absolument aucune influence sur la double refraction 
du spath d'Islande ni sur le pouvoir rotatoire du quartz, quand on 
opfere, bien entendu, avec une source de lumiere terrestre. 

On peut conclure des observations que j'ai rapportees que le mou- 
vement de la Terre ne modifie pas de un vingt-millieme le pouvoir ro- 
tatoire du quartz, ni de un millionifeme la difference de marche qui 
s'etablit entre les deux rayons ordinaire et extraordinaire du spath d'ls- 
lande. II resulte de laquelques consequences th^oriques. 

Supposons qu'une lame de spath parallele a Taxe d'epaisseur e soit 
traversee par un faisceau de lumiere marchant dans le sens du mou- 
vement de la Terre, et designons par n et n! les indices de refraction 
ordinaire et extraordinaire. 

Nous ne pouvons pas appliquer directement les raisonnements de 
Fresnel a la propagation des ondes, parce que le milieu n'est pas iso- 
trope et qu'il est difficile de preciser alors ce qu'il faut entendre par 
entrainement de Tether; mais nous pouvons udmettre que la vitesse de 
Tonde ordinaire sera representee par Texpression 

U' = U-.«(,-j), 

OL etant une quantite indeterminee dont il faudra chercher la valeur. 
Le temps que cette onde mettra k traverser la lame sera 

Si Ton represente de meme par 

la vitesse de propagation de Tonde extraordinaire, on obtiendra, pour 
le temps Q' que mettra cette onde a traverser le cristal, 
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La diffi^rence de ces temps, c'est-k-dire le retard de ronde ordinaire 
sur Tonde extraordinaire sera 

Le retard des deux ondes h la surface de sortie n*est pas nul ; comme 
elles se prQpagent dans Pair avec la yitesse V — m = V (i — a), la dif- 
ference de marche absolue est done 

\{i^a)r = (i — a)[e{n— /i')-h ea(a— a')]. 

Cette difference produira, si les deux faisceaux sont ramen^s k Tin- 
terference, une frange d'ordre m donn^ par Tequation suivante, dans 
laquelle on a repr^sent^ par X (i — a) la longueur d'onde reelle, a cause 
du sens dans lequel marche la source : 

mi(i— a) = {i — a)[e(/i — n')-l- ea(a— a')], 

ou bien 

m = (/I— /i') r- -f- r-a(a— a'). 

Si Ton repMe Texperience en faisant marcher la lumifere incidente 
en sens contraire du mouvement de la Terre, Tordre m' de la frange 
obtenue sera 

m' = (/I — /i') r- — Y a (a— a'), 

eU par suite, on devra observer un d^placement m—rri donne par 
1 'expression 

m — m' = aa I- ( a — «' ). 

Si Ton juge que Texperience a d^montre que ce deplacement est 
absolument nul, il faut en conclure a = a' . 

On peut bien admettre aussi que le rayon ordinaire se comporte, 
pour toutes les experiences precedentes de refraction simple, comme si 
le milieu 6tait isotrope : il en resulterait alors i = a = ft'. 

Cette consequence permet de faire une remarque importante. 
L'excfes de vitesse que le mouvement du milieu imprime au rayon or- 
dinaire est 



«(-,7)' 
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Texcbs de vitesse que revolt une onde extraordinaire est 



-(-^.) 



Ges deux accroissemeots n^etant pas les memes, et leur difference 
n*etant pas tr^s-petite, il en resulte qu'on ne peut plus les expliquer 
par les idees de Fresnel. En effet, si la vitesse de propagation des 
ondes etait augmentee par cette circonstance que le milieu refringent 
transporte avec lui Texc^s de Tether qu'il renferme sur Tether qui 
existerait dans le mSme espace vide, cette augmentation de vitesse se- 
rait la mSme pour les deux ondes ordinaire et extraordinaire, et Ton 
devrait avoir 



a a' 



Mais alors, en dirigeant Tappareil alternativemcnt dans le sens ou 
en sens contraire du mouvement dela Terre, le deplacement des franges 
ne serait plus nul ; il aurait pour valeur 



m 



l\ n" I In* ^ 'In} 



Gommela difference de marche pour Tappareil en repos est (n — /i')y 
la fraction dont cette difference serait modifi^e est 






En rempla^ant dans cette formule les indices du spath par leurs va- 
leurs connues et le coefficient a par Tunite, la fraction devient 

7. 3,i44 ^>46 I 

=v5 = — -^— = 7 environ. 

lOOOO 2 ,540 I 0000 ^QOO 

Une telle quantite n'aurait certainement pas echappe dans les ex- 
periences. On aurait done du observer un deplacement A' une frange 
pour une difference de marche de 4ooo longueurs d'onde, ou bien 
de vingt franges pour une difference de marche de 80000 longueurs 

d'onde. Dans ces conditions, le moindre changement de direction 

53. 
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que l*on donnerait k Tappareil se traduirait par un deplacement de 
franges, et il est certain que rien de pareil n'a lieu. 

II semble r^sulter de la que, pour calculer riofluence des milieux 
ponderables, il est n^cessaire d' avoir recours k d'autres considerations 
que celle du transport partiel de Tether, comme le faisait Fresnel. Je 
laisse ce soin aux mathematiciens. 

Le pouvoir rotatoire du quartz conduirait exactement aux memes 
consequences. En efTet, la rotation que ce cristal imprime au plan de 
polarisation des rayons qui le traversent dans la direction de Taxe 
depend, d*apres Tinterpretation de Fresnel, de la difference de marche 
qui s'^tablit entre deux rayons polarises circulaireinent,issus du rayon 
incident polaris^et qui se propagent avec des vitesses differentes. 

L'experience ayant demontre que la rotation du plan de polarisation 
n'est nuUement influencee par le mouvement de la Terre, il en r^sulte 
que les deux rayons circulaires n'eprouvent pas le mSme changement 
de Vitesse par suite du mouvement du milieu, et que Ton doit appliquer 
a chacun d'eux la formule de Fresnel, dans laquelle on introduiral in- 
dice de refraction particulier a chaque rayon circulaire. 



La conclusion generale de ce Memoire serait done (si Ton fait 
abstraction de Texperience de M. Fizeau sur la rotation du plan de po- 
larisation par des series de piles de glace] que le mouvement de trans- 
lation de la Terre n'a aucune influence appreciable sur lesphenomfenes 
d'optique produits avec une source terrestre ouavec la lumifere solaire, 
que ces phenomfenes ne nous donnent pas le moyen d'apprecier le 
mouvement 0650/^ d'un corps et que les mouvements relatifs sont les 
seuls que nous puissions atteindre. 



SUR LE 
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Tous les physiciens connaissent la belle description des raies som- 
bres du spectre solaire de M. Angstrom et les planches remarquables 
qui resumentce travail; outre leurs qualites de precision et de nettete, 
ces belles planches ont un autre merite, celui de conduire les phy- 
siciens et les astronomes a adopter Techellc des longueurs d'onde, 
pour la definition des raies et des radiations, au lieu des echelles arbi- 
traires introduites par les premiers spectroscopistes. 

Le Memoire de M. Angstrom ne s'etend qu'au spectre visible. Je me 
suis propose de completer ce travail par T^lude du spectre dans la 
partie ultra-violette, ]usqu*k la limite a laquelle on parvient avec les 
instruments d'optique en usage dans les laboratoires, et de composer 
une planche faisant suite a celle de M. Angstrom, c'est-k-dire classant 
suivant Techelle des longueurs d'onde les raies sombres du spectre 
ultra-violet. 

J'ai eu pour me guider dans ce travail, entrepris d'ailleurs en vue 
de recherches de Physique solaire (*), outre les M^moires de M. Ed. 
Becquerel, la thfese deM. Mascart. Ce travail, le plus complet jusqu'a ce 
jour, renferme une description detaill^e du spectre ultra-violet, obtenu 
par la photographic; les raies sont classeesd'apr^s leurs deviations pro- 
duites par le prisme employe et representees par une planche qui resume 
toutes les mesures; mais cette planche, outre Tinconvenient de Tem- 
ploi d'une echelle arbitraire, a le d^faut de rendre imparfaitement 



(*) Voir les Comptes rendus de I' Academic des Sciences y t. LXXIII, p. 332; juillet 1871. 
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Veffet des groupes de raies, de sorte qu'il est trfes-difficile d'^tablir 
la concordance des raies avec les ^preuves photographiques(*). 

Dans le travail que je presente aujourd'hui (^)> j'^i cherch^, indepen- 
damment de la classification plus rationnelle des raies, k repr^aenter le 
plus fidelement qu'il m*a ete possible de le faire Faspect g^n^ral des 
groupes, afin de faciliter aux physiciens I'^tablissement de cette con- 
cordance, capitale dans les etudes spectroscopiques. 

Je n'ai pas pousse Tetude du spectre ultra-violet aussi loin que 
M. Mascart, parceque j'ai tenu k conserver les appareils ordinaires des 
laboratoires, dont les objectifs en crown et flint-glass absorbent les ra- 
diations tres-refrangibles, mais qui sont, ainsi qu'on va le voir, d'un 
maniement plus facile que les appareils en quartz. Toutefois, j'ai pu 
constater que dans cette etude du spectre ultra-violet on pouvaiU avec 
ces appareils, aller notablement plus loin qu^on ne le croyait g^n^ra- 
lement. En effet, I'absorption due aux objectifs n'empeche pas de pho- 
tograpbier les raies ultra-violettes jusqu'li P et meme jusqu'^ Q (nota- 
tions de M. Ed. Becquerel et de M. Mascart) dans un spectre de 
diffraction : avec un prisme de spath d'Islande, on atteint la raie P; 
avec un prisme de flint ordinaire, la raie 0. 

L'emploi des objectifs achromatiques des goniomfetres ou des spec- 
troscopes presente un avantage considerable sur celui des objectifs de 
quartz; la variation de foyer des divers rayons est tres-petite, et le 
cbamp angulaire dans lequel la nettete reste sulBsante est relativement 
tres-grande. 

II en resulte que, dans des recherches courantes sur les radiations 
chimiques ou Ton n'aurait pas besoin d'aller jusqu'a la limite des raies 
observables, on a tout avantage a employer les objectifs acfiromatiques 
ordinaires : ainsi, avec un bon goniometre dont les lunettes ont 3o k 

( * ) II ne faudrait pas croire que le renversement, c'est-i-dire Tapparence negative des cli- 
ches, soil g^nant ; apr^ quelques minutes d'observation, on compare tr^bien une ^preuve 
negative k un dessin positif : on se guide sur la forme et Tintensit^ relative des groupes de 
lignes et non pas sur leur 6clat absolu. 

(') La minute de la planche qui accompagne ce M^moire a 6t^ pr^ent^ k rAssociaiion 
francaise pour Tavancement des Sciences, en septembre 187a, auCongr^ade Bordeaux (voir 
le volume des Comptes rendus de la session de Bordeaux, p. 3oo) : le retard dans la publica- 
tion de ce M^moire et surtout de la gravure de la plancbe provient de causes ind^pendantes 
de ma volenti. 
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4o ceDtimfetres de distance focale, un prisme de spath d'Islande bien tra- 
vaille, il suffit de trois cliches photographiques ayant chacun une eten- 
due angulaire de 4o minutes pour obtenir toute la partic du spectre 
chimique compreuant les raies A, H, K, L, M, N, 0. 

La finesse des details depend entierement de ia perfection du prisme; 
avec un bon prisme elle atteint un degre elonnant : les cliches peu- 
vent supporter un grossissement de 5o fois, c'est-a-dire 5 a 6 fois celui 
de Toculaire de la lunette. 

Au point de vue experimental, j'^ adopts la marche indiquee par 
M. Mascart, ^ savoir Temploi de la plaque photographique au foyer de 
la lunette d'un spectroscope form6 par un seul prisme; toutefois, j'ai 
chang6 le disposilif : au lieu d'introduire une tr^s-petite glace collo- 
dionn^e jusque dans le plan du reticule, j'ai trouv6 plus commode 
d'employer un porte-plaque ext^rieur qu'on introduit aussi h la place 
de Toculaire. Cette disposition dispense de tailler des verres circu- 
laires, dont la dimension est si petite que la manipulation photogra- 
phique devient difficile; de plus, elle permet de placer la petite glace 
collodionnee sur un chassis glissant a coulisse etd'obtenirainsiplusieurs 
epreuves sur la meme glace. II est vrai aussi qu'on n'utilise plus le reti- 
cule; maiSy en g^n^ral, on n'en a pas besoin, et si lebesoin s'en fait 
sentir, on yerra plus loin comment on obtient des rep^res Equivalents. 

]'ai exEcutE trois series de cliches photographiques de spectres pro- 
duits : 

i*^ Par un reseau de Nobert; 

2^ Avec un prisme de flint; 

3^ Avec un prisme de spath d'Islande (rayon ordinaire). 

La sErie obtenue avec les reseaux a permis de determiner directe- 
ment la longueur d'onde de 36 raies principales; les deux autres ont 
fourni des spectres plus disperses ou plus etendus, lesquels, par la finesse 
de leurs details, ont servi k completer les observations precedentes. 

Yoici le detail d'une operation : 

L Manipulation photographique. — Le procedE photographique a 
ete simplifie autant que possible : le collodion empbyE Etait celui du 
commerce; il fautle commander un peu plus 6pais ou attendre qu*il 
le devienne; on perd, il est vrai, en sensibility, mais on gagne en 
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vigueur pour les cliches. Le bain d'argent contient ']\ pour loo de 
nitrate d'argent; le revelateur est forme de looo grammes d*eaut 
3o centimeti'es cubes d'alcool, 3o centimetres cubes d'acide acetique 
cristallisahle, et 60 centimetres cubes d'une solution saturee de sulfate 
de fer. On renforce avec quelqucs gouttes d'un vieux bain a 5 pour 100 
et avec le revelateur; on fixe au cyanure, avec lequel on risque peu 
de tacher les epreuves, quand on opere k la hate. 
Les cliches sont seches et vernis (vernis Soehnee). 

II. Mise au point. — La difTiculte principale qu'on rencontre dans ces 
experiences, c'est la mise au point. Yoici le procede trfas-simple que 
j'ai suivi. Le tirage de la lunette etant gradue en millimMres, on con- 
struit la courbe empirique dontles ordonneesrepresentent la graduation 
du tirage de la lunette pour chaque raie principale du spectre visible, 
mise au point sur le reticule, et dont les abscisses sont la deviation mi- 
nima de la raie. La lunette etant achromatique pour les rayons visibles, 
cette courbe empirique a la forme d'une parabole dont le sommet cor- 
respondrait au milieu du spectre : les rayons dont la distance focale est 
minima sont les rayons verts voisins de b. Les rayons chimiques pre- 
sentent des lors des distances focales croissant avec leur refrangibilit^, 
mais tres-lentement au debut; grace a leur visibilile, on pent done 
les suivre optiquement jusqu'a la raie H et prevoir par extrapolation 
graphique les ti rages qu'il faudra donner a la lunette pour amener 
dans le plan du reticule le foyer d'une radiation plus refrangiblct cor- 
respondant a une deviation donnee. Comme la plaque sensible n'est 
pas placee dans le plan du reticule, mais en arriere, de toute I'epaisseur 
du porte-plaque, on diminue le tirage, c'est-a-dire lesordonnees de la 
courbe de cette quantite, et la courbe empirique pent servir k la mise 
au point photographique. 

Pour faire cette correction d'une maniere simple et rigoureuse, on 
enleve I'oculaire et on le remplace par le porte-plaque muni d'une 
glace sur la surface de laquelle sont traces quelques traits au diamant, 
sur la face meme oil devrait etre la couche sensible. A I'aide d'une 
loupe tres-forte, on vise par transparence un groupede raies tres-fines, 
par exemple le groupe G, et Ton r^gle le tirage de manifere k amener 
les traits exactement dans le plan focal de ces rayons. On recommence 
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la meme operation en retablissant I'oculaire et en visant sur le fil 
(lu reticule : la difference des deux lectures du tirage dans ces deux 
cas donne exactement Tepaisseur optique du porte-plaque, c'est-a-dire 
la correction a faire subir aux ordonnees de la courbe empirique. On 
v^rifie photographiquemcnt cette operation en remplaQant la plaque 
striee par une glace collodionnee et Ton rectifie, s*il y a lieu, en faisant 
des essais k ^ de millimetre en avant ou en arrifere du tirage calcule. 

La courbe une fois construite pour la partie visible du spectre cbi- 
mique permet d'obtenir sans tatonnements les cliches de cette partie du 
spectre. Pour les rayons invisibles ultra-violets, on prolonge a vue Tele- 
men tde courbe graphiquejusqu'a Tabscisse choisie, c'est-a-direjusqu'a 
la deviation des rayons qui doivent occuper le milieu du champ, et on lit 
Tordonnee ou graduation correspondant au tirage. On fait une epreuve 
et Ton examine si la nettete la plus grandeest bien au milieu du champ; 
s'il en est ainsi, le reglage est bon, sinon on determine a Tinspection 
de Tepreuve la deviation de la region la plus nette et Ton rectifie le 
prolongement de la courbe des tirages : une seconde epreuve donne 
alors a coup sur un resultat completement satisfaisant. 

On procede ainsi de proche en proche, en s'arrangeant de manifere 
que deux cliches successifs presentent une partie commune, afin qu'on 
puisse les raccorder avec certitude. 

III. Signes de repere sur les cliches. — Ayant ete conduit, par le dis- 
positif stdopte, a rejeter Temploi du reticule, j'ai du chercher des 
moyens de tracer desrepferes sur les epreuves ; voici les deux qui m'ont 
paru a la fois les plus commodes et les plus precis : 

1^ On fixe la lunette en un point du cercle dont on note Tazimut A 
tel que la raie principale k observer soit sensiblement dans le milieu du 
champ; puis, quand Tepreuve est terminee, on ramene la lunette dans 
la deviation du coUimateur, de maniere a recevoir Timage directe de la 
fente. Pour^viter de troubler le milieu du champ par la formation de 
I'image de cette fente et pour se menager une echelle de proportion 
angulaire, on cale la lunette dans deux positions symetriques, distantes 
de 20 minutes du rayon central, dont Tazimut approche est Ao, et 
dans chacune des deux positions on impressionne la glace sensible. Le 
cliche presente alors la serie des raies et de chaque cdt^ deux lignes 
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noires, images directes de la feote, qui sont les deux rep^res; il est fa- 
cile de voir que la raie idealequi se trouverait au milieu exact desdeux 
reperes correspoudrait rigoureusement k la deviation mesuree par 



/A, 4- ao'-h A.— 2o'\ . . 
-[ ^ j=A-A.. 



La distance des deux reperes donne en meme temps Techelle de pro- 
portion du cliche> ou valeur lineaire correspondant a Tintervalle angu- 
laire de4o minutes. 

Cette methode s'applique parfaitement aux epreuves des spectres 
obtenus avec des reseaux ou avec des prismes, mais a la condition que 
ces pieces soient bien construites; si les reseaux ofTrent des erreurs 
systematiques dans leurs traits, si les faces du prisme ne sont pas opti- 
quement planes, le foyer des rayons diffract^s ou refract^s ne se forme 
plus dans le meme plan que celui des rayons directs, et alorsles reperes 
n'ontplus la finesse qui fait leur precision : toutefois^und^pointement 
dans le foyer de 2 a 3 millimiatres fournit encore des r^sultats satisfai- 
sants. Si la difference de foyer depasse cette limite, il faut employer la 
methode suivante, plus precise encore, mais d'un usage un peu moins 
commode. 

2^ On utilise les images devices a droite et celles devices k gauche; 
on fait sur chaque cliche une double epreuve : a ceteffet, on couvre la 
moitie superieure dela fente et Ton fait une epreuve en photographiant 
les rayons d^viesd'un cdte en pla^ant la lunette a I'azimut Ai; on repete 
la m6me operation en pla^ant la lunette k Fazimut A.4 symetrique 
par rapport au rayon central, de maniere k photographier les memes 
rayons, mais devies de Tautre cote, et en decouvrant Tautre moitie de 
la fente. On obtient ainsi un cliche ou le meme spectre se trouve dis- 
pose suivant deux positions inverses. 

Le milieu des deux images de chaque raie est le meme pour toutes : 

ce milieu correspond k la deviation '~ ""' - Ce mode operatoire a le 

double avantage d'offrir une seconde epreuve qui sert de contrdle, et de 
presenter une verification pour les deux mesures microm^triques d'une 
meme raie. 

L'echelle de proportion ne se trouve pas sur I'image comme dans la 
methode precedente; il faut faire une seconde Epreuve avec une devia- 
tion differente pour Tobtenir. 
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Dans le cas oil I'on veut employer le minimum de deviation du reseau 
ou du prisme, il est necessaire de disposer sur la plate-forme centrale 
ou sur Talidade mobile un petit cercle auxiliaire qui permet de de- 
placer la piece de la moitie de Tangle dont tourne la lunette. 

IV. Examen et amplification des cliches, — Les epreuves developpees 
et fixees sont ensuite examinees avec un microscope grossissant de 25 
a loo fois, dont la plate-forme porle un chariot a vis micrometrique 
permettant de relever la position relative des raies. Dans d'autres cas, 
on adapte au microscope une chambre claire dile d' Oberhauser, proje- 
tant sur une feuille de papier blanc Timage du cliche : en suivant avec 
la pointe d'un crayon les traits de Tepreuve, on pent obtenir une image 
amplifiee des raies spectrales et les relever graphiquement avec un 
compas; je dirai plus loin dans quel cas je me suis servi de Tune ou 
de Tautre de ces deux methodes d'examen et d'amplification. 

Enfin, comme auxiliaires fort commodes, j*ai execute des epreuves 
amplifiees de ces petits cliches avec un grossissement variant de 12 k 
a5 diametres. A cet eflet le microscope etait renverse horizontalement, 
Toculaire enleve et le cliche fixe au porle-objet etait eclaire par la con- 
centration de rayons solaires; Timage du cliche venait se peindre dans 
rinterieur d'une chambre noire k portraits dont Tobjeclif etait enleve : 
on recevait cette image, rendue moins intense et plus monochromatique 
par rinterposition d'un verre bleu en avant de la lentille de concen- 
tration, sur une glace coUodionnee. 

De cette maniere, on se procure des cliches positifs, visibles sans 
loupe, oil Ton pent etudier et dessiner sans fatigue Veffet des groupes 
de raies des epreuves; des epreuves sur papier, obtenues avec ces cli- 
ches, sont tres-utiles dans les carnets d'observation lors des mesures 
microm^triques, pour definir les raies qu'on releve et eviter les confu- 
sions. 

Relevd des observations. 

Le but a atteindre etait la determination des longueurs d'onde do 
toutes les raies ultra-violettes observables, et Toperation fondamentale a 
consiste dans le releve micrometrique des cliches obtenus avec les re- 
seaux. II eiit ete tres-desirable de relever toutes les raies sur ces cli- 
ches ; mais le faible pouvoir optique et les defauts inevitables des reseaux 
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iulroduisent une certaine confusion dans les images des raies. Cette 
imperfection des images n'empeche pas la precision du pointe des raies 
bien isolees, malgre le leger estompement des bords, mais elle efface 
les details des groupes de raies un peu fines; en un mot, le spectre des 
reseaux est notablement inferieur k celui des prismes; de plus, la dis- 
persion des reseaux etant proportionnelle k la longueur d'onde est pour 
les radiations tres-refrangibles beaucoup moins avantageuse que celle 
des prismes, qui est sensiblement proportionnelle k I'inverse du carre 
de la longueur d'onde. 

II a done fallu se contenter de mesurer les longueurs d'onde des raies 
principales, sauf k demander aux cliches des spectres prismatiques les 
details intermediaireset meme le contrdle de la simplicite des raies fon- 
damentales. 

Le reseau de Nobert dont je me suis servi appartient au Cabinet de 
riScole Polytechnique; il est forme de 1801 traits traces au diamant; la 
distance du premier au dernier egale 6"™, 762, d'aprfes quatre mesures 
concordantes effectu^es avec la vis d'une machine k divisor de Bianchi 
et rapport^es a un metre de Lenoir. L'incertitude causae par les diffi- 
cultes de subdivision d'une grande unite, de comparaison aux types, 
des effets de la dilation, etc., fait que je ne pourrais pas repondre de 2 a 
3 unites sur le quatrieme chiffre ; on en d^duit, pour I'intervalle de 
deux traits, 

a = o**", 008762. 

Comme je n'avais pas en vue une determination absolue des longueurs 
d'onde, mais plutotla continuation du travail d'Angstrom, je n'ai con- 
sidere cette mesure que comme une verification des operations ult6- 
rieures, et j'ai deduit la constante de mon reseau de la comparaison de 
deviations de six raies principales avec les longueurs d'onde donn^es 
par le savant suedois. 

Le plan du reseau se regie normalement aux rayons incidents, en se 
servant de la reflexion normale k Taxe optique de la lunette pointee 
exactement sur le collimateur; k cet effet, on emploie un oculaire 
nadiral, semblable k ceux qu'emploient les astronomes pour viser sur le 
bain de mercure, ou simplement une lame de glace inclin^e k 45 degres, 
qu'on place devant le reticule apres avoir dte Toculaire : on pent alors, 
eu projetant de la lumiere suivant Taxe, mettre en coincidence le reti- 
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cule avec son image r6flechie sur la face du reseau qui porte les traits; 
cette coincidence s'observe avec une grande precision a Taide d'une 
loupe qui permet d'examiner le reticule k travers la glace sans tain. 

Je mesurais la double deviation J du spectre du second ordre, qui 
etait tr^s-brillant et trfes-pur, laquelle satisfait k la formule 



-sind = >. 

2 



Voici le resume des observations : 

a«r A (Angstrom). '^8(ji^=^)' 

Raie C 4o.5o.48 656, 20 3,274^8 

Raie D (plus refrangible). 36. 3o. 3 588,89 3,27425 

Raie 6, (isol6e) 31.59.54 519, 3o 3,27426 

Raie F 29.57.30 486,06 3,27430 

Raie du fer 26.57. 12 4^8,26 3,27426 

Raie du fer 25.58.24 4^^>6^ 3,27431 

Moyenne 3,27428 

log- = 3,27428, 

~= 1880,5 millioniemes de millimetre. 
2 

La mesure directe m'avait donne 0,001881. 

La moyenne du logarithme de - est le facteur qui a servi ulterieu- 

rement a tons les calculs pour deduire les longueurs d'onde des devia- 
tions observees optiquement ou chimiquement. 

II reste a dire quelques mots du mode de calcul employe pour la re- 
duction des cliches. Ghacun de ces cliches porte un numero particu- 
lier, qui correspond sur le carnet d'experiences aux deviations des 
deux reperes traces photographiquement, suivant la m^thode d^crite 
plus haut. 

Voici, par exemple, le calcul de la longueur d'onde de la raie 6 
(X = 4^0,72 Angstrom), d'apr^s le cliche X^. 

Azimut Azimut 

des reperes. de la deviation. 

Cliche X I ^°! "^ '*°! 75«45' ; 

j 90° — 20 V t » 
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(la confusion entre les deux n'est pas possible, car on sait, d'apres la 
position du cliche sur le goniometre le sens des deviations crois- 
santes). Les longueurs d*onde qui correspondent k ces rep^res sont 

44i»66et 42o,36, en appliquant la formule-sind = X. 

Le cliche a ete place sur le chariot du microscope et avec la vis mi- 
crometrique on a amene successivement les raies les plus importantes 
ainsi que les deux reperes : la mesure a ete r^petee en tournant la vis 
en sens inverse. La moyenne des deux pointes a donne : 

Premier repere .... 87 ,622 X = 420 , 36 

Diff. 4>9^i 
Raie G 4^-9^4^ ^ 

Diff. 5,106 
Deuxieme repere.. 47>649 44'>66 

Diff. des reperes. 10,027 Diff. 21, 3o 

Le cliche corrcspondant a i3 degres de deviation moyenne et ay ant 
une etendue de 4o minutes, on peut admettre que dans ce petit inter- 
valle les longueurs d'onde varient proportionnellement aux distances 
des reperes : d'oii Ton conclut la proportion qui donne la longueur 
d'onde par la raie G, 

j; — 42o,36 _ 4,921 

21,00 10,027 

II y a toulefois une petite correction a fairesi Ton veut rapporter ces 
nombres a ceux qu*on obtient optiquement; en effet, dans ce mode ope- 
ratoire, on n'observe la deviation que d'un seul cote et d'une maniere 
dissymetrique : on peut done craindre une petite erreur constante 
provenant a la fois de celte cause et de la diflerence des modes d'ob- 
servation. C'est ce que j'ai aper^u en determinant successivement la 
longueur d'onde des memes raies par le procede optique et le procede 
photographique : la region violette autour de la raie G se prete tres- 
bien a ces mesures. La correction est d'ailleurs tres-faible et sensible- 
ment constante; sa valeur moyenne est de — 0,10 ou j^nnr ^" valeur 
absolue. Les valeurs corrigees sont denudes dans le tableau suivant, 
sous le nom de valeurs definitwes. 
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Tableau des (^terminations optiques et photographiques des longueurs d'onde 

du spectre solaire. 



VISION 




RELEVlS DE8 CLICHES 


d'apr£s 




VALECRS 


DIRECTE. 




X X K X X' X' 

■**0» •'*l» ■'*t» •'*»» ■'^41 ■'^S* 


angstr5x. 




Dtel.MTIVES. 


C 65G,JO 






C 656,20 






D, 5S8.92 






D, 588, J'9 






b^ 5 18, 32 


X, 




A, 018, 3o 






F 486,00 




F 486,06 






» 438,26 


438,37 




438,26 






G // 


430,81 


X, 


G 430,72 






» 'j2'>,Go 


^,22,73 


4",7» 
4i4,38 x» 


w 4'^^* 6^ 








" 411,91 






411,81 




h 410,04 !\\Oyi() 


h 410,12 




h 410,10 




4o7»2i 
406,39 


407,10 




407 , 1 1 






406,29 




400,29 




d'ape£s 


404,61 


',04, .So 




404, 5i 




MASCART. 


4o3,09 


402,93 




402,99 






400.54 
398,71 


400,46 
398,80 




400.44 
398,61 










H 396,72 


H» ou H 396,86 X, 


H. 396,82 




H 396,76 






395,31 3o5.33 


395,15 




395,20 




u 


H. ou K 393,39 \; 

393 '31 3y2 3- 


H, 393,30 




K 393,29 
392,21 




It 








n 


390,58 „ 






390,48 




It 

n 


%'^7 389,60 
387,87 






389,47 
387, 7 '» 




// 


386, 06 






389,93 




n 


y, 383, 88(*) 






383,73 




L 381,90 


L 382, oq 






L 381,96 




It 


38o,77 






38o,64 




tp 


378,66 


^4 




378,53 




II 


376,46 


376,47 




376,33 
374,52 
W 372.68 
370,54 
368,71 
369,62 . 
364,70 




n 
M 372,88 
It 


374.63 
M 372,81 


374,64 

372,82 
370,67 






It 
II 

II 




368,84 
366,75 
364 . 83 


m 




n 




363.21 




363, 08 




It 




361,93 




36i,8o 




It 




360,95 


x; 


36o,8.> 




N 358,o2 




H 338, 18 


358, I 5 


N 358, o3 




It 




7 


355,73 


355,63 




n 






352,67 


352,57 




II 






349*78 


3',9,68 




0344,01 






344,07 


343,97 




P 336,02 




▼itible. 


P 337,08 


P 336,98 


{*) Raie d 


lu magn^ 


iium corretpondant k 6, du ip^cire 







J'i^.V.i 



.-o^ 
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Ce tableau renferme les resultats deduits directement de chacuD des 
cliches Xo, Xo XjjXa, X4 .Xj {*). Les cliches successifs offrant toujours 
deux ^ deux une partie commune, le raccordement s'effectue sans au- 
cune confusion : on remarquera a ce propos la concordance remar- 
quable des determinations communes. 

On a rapportela serie des raies observees optiquement : deux d'entre 
elles sont communes au cliche Xo et donnent la valeur approchee de la 
correction ; cette correction est donnee d'une manifere plus complete 
par la comparaison des hombres d' Angstrom (qui s'accordent comple- 
tement avec les resultats optiques, d'aprbs ce qui a ete dit plus haut) 
avec ceux deduits des cliches jusqu'k la raie K (ouH, de la planche 
d'Angstrom). 

Telles sont les observations fondamentales qui m*ont permis de deter- 
miner les longueurs d'onde de toutes les autres raies, au nombre d'en- 
viron 65o. 

On remarquera pour la partie ultra-violette Taccord qui existe enlre 
mes determinations et celles que M. Mascart a faites des raies H» K, L, 
M, N, 0, P. J'ai adopte d*ailleurs les memes notations pour les raies. 

Tracd de la Planche. 

Pour reunir sur un dessin toutes les raies observees, j'ai commence 
par tracer k la machine k diviser une echelle miilimetrique sur une 
feuille de carton de Bristol ; un premier canevas de raies a ete trace 
avec les 36 raies du tableau precedent, dont les longueurs d'onde ont 
ete determinees directement. L'echelle adoptee est la meme que celle 
d'Angstrom, k savoir 1 centimetre pour un millionieme de millimetre; 
les raies intermediaires ont ete obtenues par interpolation, d'apres les 
cliches des spectres prismatiques, dont la finesse est sup6rieure a celle 
des spectres de reseaux. 

J'avais commence a relever au micrometre les raies des cliches de ces 
spectres fournis par les prismes, mais j'y ai bien vite renonce pour 



(' ) Ces cliches ont ^t^ obtenus k Paris le 5 mai 1871, ^ Texception du dernier, qui I'a 6t^ 
le 7 : il est bon de Gxer la date de ces 6preuves, depuis que les physiciens et les astronomes 
soup^nnent quelque variation lente dans la constitution solaire. 
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deux motifs : le premier, c'est que le nombre des raies est si grand 
qu'on ne sait plus sur le caroet d*experience comment les designer sans 
les confondre et sans faire d'erreurs de pointes; le second, c'est que 
tout ce travail ne servirait qu'a donner une exactitude illusoire, puis- 
qu'on pent a peine compter sur une approximation de o,o5 dans la 
mesure absolue des longueurs d'onde, c*est-a-dire un demi-millimbtre 
sur le trace graphique. 

J'ai pense qu'il valait bien mieux porter tout le soin vers la repro* 
duction de Vaspect ou effet de chaque groupe de raies plutot que sur la 
position absolue de chacune d'elles : en un mot qu'une erreur dans les 
intervalles relatifsd'un groupe etait beaucoup plus pr^judiciable qu'un 
deplacement ^gal du groupe tout entier. J'ai done choisi un moyen de 
releve qui permit d'avoir toujours une vue d'ensemble sur les groupes : 
c'est ce que donue I'emploi de la chambre claire decrite plus haut. 

Les cliches obtenus avec un prisme de flint assez dispersif ont et^ 
amplifies environ 75 fois et les dessins raccordes tr^s-exactement sur 
la meme epure, dont le developpement atteignait 3 metres depuis la 
raie A jusqu'a 0. Sur cet enorme spectre (*), oil les raies les plus fines 
et les plus serrees ont ete reproduites, j'ai commence par un premier 
travail de mise a Veffet des groupes, soit en for^ant la couleur de 
I'encre, soit en employant le lavis pour repr6senter les raies estom- 
pees ou les regions a fond plus sombre : pour me guider, les positifs 
amplifies etaient d'un grand secours. 

A I'aide de ce premier dessin, sur lequel les raies etaient rang6es sui- 
vant la dispersion prismatique, j'ai pu» avec un simple compas de pro- 
portion, executer une veritable interpolation graphique. entre les 
36 raies fondamentales. L'echelle de proportion variait progressivement 
d'un intervalle a I'autre; mais la distance des raies fondamentales 
avait ete cboisie de maniere que dans aucun cas I'erreur due k I'emploi 
du compas ne s'elevat a -^ de millimetre. Une courbe empirique avait 
d'ailleurs ^te construite pour bien se rendre compte de cette varia- 
tion et une echelle particuliere tracee ,sur le compas de proportion 
facilitait beaucoup cette operation graphique. 

La partie la plus refrangible du spectre entre N et a ete relevee 

(') La distance des deux raies H (nomm6es H et K) 6tait d'environ 12 centimetres. 

Annales de Vtcole Nonnale, 2* S^rie. Tome HI. 55 
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surtout a Taide de cliches obtenus avec le reseau et le prisme de spath 
d'lslande; Tabsorption du prisme de flint etait trop considerable pour 
que les details fussent suiBsamment nets ( * ). 

4 

En sommci la Plancbe qui resume ce travail peutetre consideree 
comme formant suite aux Planches du Memoire d' Angstrom : j'ai 
adopte les memes conventions et deduit de ses nombres la constante 
de mon reseau. La finesse des details me parait Stre au moins du mdme 
ordre dans Tensemble du spectre : elle est mdme beaucoup plus grande 
pour les environs des raies A, H; mais cela n*a rien qui doive etonner, 
car Toeil arrive a la limite de sensibility dans cette region, tandis que 
le collodion iodobrome est, au contraire, extremement sensible pour 
ces radiations. 

Enfin, comme erreur probable dans la position des raies par rapport 
aux rep^res, je ne crois pas que le dessin atleigne o,o3, c*est-a-dire 
un tiers de millimetre ; en valeur absolue, ces repferes ou raies fonda- 
mentales ne doivent pas s'ecarter de o,io de leur vraie valeur. 



( * ) L'aspect des groupes a M copi6 sar des cliche obtenus avec un prisme de flint, en 
mai et juin 1871 pour la plus grande partie du spectre : la partie la plus refrangible a M 
revue sur des cliche obtenus avec un prisme de spath dlslande (rayon ordinaire), en 
mai 1872. Je crois utile de fixer ces dates, afin de permetlre plus tard de reconnattre les 
changements d'aspect des groupes, suivant les phases de Tactivit^ solaire. Ces changements 
sent d^jk visibles lorsque Ton compare les Planches de Kirchhoff avec celles d* Angstrom et 
avec Tapparence actuelle du spectre solaire. Ck)mme exemple de ces changements, je citerai 
Texistence de deux redes ou plages bnUantes, figur^es sur la Planche par deux pelits cercles 
^ = 388,i5, V= 388,55) tr^visibles sur les cliches de 1871, qui sent beaucoup moins ap- 
parentes sur les cliche de 187a. 
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LA TEMPERATURE DU SOLEIL. 



(Extrait d*une LeUre de M. J.-L. Soebt k M. H. Sainte-Glaibb Devillb.) 



9 Geneve, 14 octobre 1874. 

> J'ai lu avec un tres-graDd interet les Notes sur la temperature du 
Soleil, que vous avez communiquees a rAcademieau nom de M. Violle, 
savant distingue, qui, a cote de ses travaux originaux, s'est acquis un 
titre a la reconnaissance de tous les physiciens par la part importante 
qu'il a prise a la publication des CEuvres de Yerdet. Yous vous rappelez 
peut-etre que je m'occupe depuis plusieurs annees de recherches pre- 
sentant, quant aux moyens d'observation, une grande analogic avec 
celles de M. Yiolle. J'en ai deja fait connaitre quelques resultats ( ' ) et 
j'espere pouvoir en faire prochainement Tobjet d'une publication plus 
complete, que j'ai du ajourner^parce qu'il me restait a determiner une 
correction assez difficile a obtenir. 

> Ces mesures de Tintensite calorifique de la radiation solaire ont, 
je le crois, un assez grand interet a divers points de vue; mais je doute 
que, dans Tetat acluel de la science, elles puissent conduire k la deter- 
mination de la temperature du Soleil. 

> Le principe de Tappareil, ou actinometre, successivement em- 
ploye pour ces observations, d*abord par Pouillet, qui a bientot adopte 
une methode differente, puis par M. Waterston, le R. P. Secchi, 
M. Ericson, M. Yiolle et moi-meme, consiste a placer un thermometre 
k boule noircie dans une enceinte dont la temperature Q est connue. Un 
trou perce dans cette enceinte laisse penetrer un faisceau de rayons 



(') Voir Comptes rendus de rAcadeniie des Sciences, 1867, t. LXV, p. 626, et 1868, 
t. LXVI, p. 810. — Comptes rendus de V Association franqaise pour I'avancement des 
Sciences y i~ session, 1872, p. 28a. 
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solaires tombant sur le reservoir du thermometre qui prend une tempe- 
rature /. 

> Pour pouvoir deduire de cette observation la temperature du So- 
leil, il faudrait avant tout connaitre la loi du rayonuement de la cha- 
leur a des temperatures tres-elevees. On a tantdt admis la loi de Newton, 
tantot celle de Dulong et Petit; or ni Tune ni Tautre ne sont exactes 
pour les hautes temperatures : e'est ce qui me parait resulter tres-net- 
tement d'une serie d'experiences que j*ai fait connaitre il y a deux 
ans ("). Permettez-moi de vous en rappeler les resultats en renvoyant, 
pour les details, aux Notes que j*ai publiees. 

» Avee Taclinometre que j'ai employe, la radiation solaire a Geneve 
produit un exces de temperature i — 9 qui depasse i4**>5. Si, au lieu 
d'exposer Tactinometre au Soleil, je dispose un disque de zircone ou 
de magnesie, chauffe a la lampe oxyhydrique (gaz d*eclairage et oxy- 
gene), en le pla^ant k une distance telle que son diametre apparent, 
relativement au reservoir du thermometre, soit le meme que celui du 
Soleil, j'obtiens un exces de temperature / — d de o^,5 seulement. La 
temperature du disque est au moins egale, et depasse probablement 
celle de la fusion du platine : on pent done Tevaluer a 1900 ou 
2000 degres. 

> Le R. P. Secchi a communique, il y a quelques mois, a TAcademie 
une experience analogue faite avec la lumiere electrique, dont ilevalue 
la temperature k 3ooo degres, et il a obtenu une intensite de radiation 
44 k 36 fois plus petite que celle du Soleil. Je suis tout dispose a ad- 
mettre Texactitude de cette experience ; mais on pourrait peut-etre ob- 
jecter qu'il y a assez d'incertitude sur la temperature de la lampe elec- 
trique et qu*il n'estpas certain que toute Tetendue du charbon, visible 
pour le thermometre, soit egalement echauffee. Je m'arrele done seu- 
lement k mon experience, centre laquelle les memes objections ne 
peuvent etre elev6es avec la meme force. 

9 Si la loi de Newton etait exacte, pour calculer la temperature T du 
disque chauffe a la lampe oxyhydrique, on aurait la formule 

( • ) Archives des Sciences physiques et naturelles (Biblioth^que universelle), 187a, t. XUV, 
p. a2o, et t. XLV, p. aSi. 
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a^antegala^^. Or 



/ — e=roS5, d'ou 1=91980% 

resultat absolument inadmissible, car il est certain que la temperature 
du disque est voisine de :2ooo degres et ne depasso pas, en tout cas, 
:28oo degres : la loi de Newton ne se verifie done pas. 

> Le R. P. Secchi^en discutant, soit quelques-unes de mes expe* 
riences» soit la sienne, conclut a une temperature du Soleil de plus de 
1 00 000 degres. Son raisonnement se resume a dire que, puisque 
Tintensite de la radiation solaire est 44 fois plus forte que celle 
de la lumiere electrique, la temperature du Soleil doit aussi etre 
44 fois plus elevee que celle de la lampe. Gette conclusion ne me parait 
point admissible, car elle revient a supposer que la loi de Newton est 
exacte a partir de 2000 ou 3ooo degres, tandis que Texperience prouve 
manifestement qu'elle est inexacte entre zero et 2000 degres. 

» Passons a la loi de Dulong et Petit. M. Yicaire a d^duit de cette 
loi, pour le cas qui nous occupe, la formule 

oil a == -33-gi comme precedemment, et a = i ,0077. On tire de la 

log(a'— a*)H-log- 
r|i a 

"" loga 

Or si Ton applique cette formule a mon experience oil / =:^ i5®,45 
et = i4°»95, on trouve T ~ 870% chifTre evidemment trop bas, 
comme I'a deja fait remarquer le R. P. Secchi. Et si Ton fait le calcul 
inverse en cherchant la valeur de t pour une temperature T = aooo®, 
on trouve que Texces / — 0, au lieu d'etre de \ degre, conformement 
a I'observation, devrait etre de plusieurs centainesde degres. Done la 
loi de Dulong et Petit, si exacte pour les temperatures de zero k 
3oo degres, cesse de I'etre lorsqu'on depasse ces limites. 

> Si, faisant un raisonnement analogue a celui que nous venons de 
critiquer a Tinstant, on conservaitla formule 
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en modifiaDt seulement la valeur du coefficieDt a que I'ou deduirait de 
mon experience, on trouverait pour cette valeur I9O028 au lieu 
de 1,0077. Appliquant ensuite la formule a Texcfes t — 6, que j'ai ob- 
tenu au sommet du Mont Blanc, on arriverait au chiffre de 333o de- 
gr^s pour la temperature du Soleil. Maisce raisonnement n'est pas le- 
gitime : la loi de Dulong et Petit £tant inexacte de 3oo k 2000 degr^s, 
on ne pent admettre qu*elle soit applicable au-dessus de 2000 degr^s. 
Et puisque le coefficient a, qui devrait etre constant d'apres la loi, di- 
minuc de 1,0077 k i,oo!i8, quand on passe de 3oo k 2000 degres, il 
est probable qu*il prendrait une valeur encore plus petite k des tempe- 
ratures d^passant tiooo degres, ce qui conduirait, pour la temperature 
du Soleil, a un chifTre superieur a 333o degres. 

9 Mais ce n*est Ik qu'une probability, nullement une certitude, et 
je me borne, en resume, k dire que je ne pense pas que Ton puisse 
actuellement arriver par cette voie a mesurer avec quelque approxima- 
tion la temperature du Soleil. Mon impression est qu'elle est notable- 
ment superieure aux temperatures les plus elevees que Ton atteigne 
par des combustions et que Ton evalue k 3ooo degres environ; mais 
les depasse-t-elle de quelques centaines de degres, ou de quelques mil- 
liers de degres? C'est la une question a laquelle je ne voudrais pas me 
hasarder de repondre. 

A ce propos, permettez-moi de vous parler encore de quelques essais, 
dont une partie ont ete faits dans votre laboratoire de I'^cole Normale, 
et qui, tout imparfaits qu'ils soient, montrent une fois de plus la 
grande intensite comparative de la radiation solaire. 

» Si Ton regarde une source de lumifere, un bee k gaz, par exemple, k 
travers une ou plusieurs lames de verre bleu de cobalt, on observe que, 
pour une epaisseur convenable de verre, la flamme parait d'une tcinte 
pourpre, resultant de ce que le cobalt laisse passer les rayons rouges 
extremes ainsi que les rayons bleus el violets en interceptant les radia- 
tions de r6frangibilite moyenne. Si Ton observe, au travers de la meme 
epaisseur de verre, une source de lumiere a temperature plus elevee et 
par consequent plus riche en rayons tres-refrangibles, elle ne parait 
plus pourpre, mais bleue; il faut augmenter Pepaisseur de verre de co- 
balt pour obtenir de nouveau cette teinte pourpre; en efiet, on ne mo- 
difie pasbeaucoup par Ik la proportion de rayons rouges transmis, tan- 
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dis que les rayons bleus soot sensiblement afTaiblis. 11 y a done une 
relation entre Tepaisseur du verre de cobalt qui produit la teinte 
pourpre et la temperature de la source, du moins s'il s'agit d'une lu- 
miere blanche emanant d'un corps solide ou liquide incandescent. Avec 
quelques perfectionnements, on pourrait baser sur ce principe la con- 
struction d'une sorte de pyronietre qui serait peut-etre utile dans cer- 
tains cas. 

> Yoici quelques resultats que j'ai obtenus en operant avec des lames 
decoupees dans un meme verre de cobalt. A la temperature de la fusion 
du platine, deux de ces lames superposees suffisaient pour donner 
sensiblement la teinte pourpre; c'est ce que j'ai pu observer a loisirau 
Conservatoire des Arts et Metiers, lors de la fusion du lingot destine h 
la fabrication des metres internationaux, operation a laquelle j'ai eu 
la bonne fortune d'etre present. Peu apres, grace a votre obligeance, 
j'ai pu assister dans votre laboratoire a I'experience de la fusion de 
I'iridium : au moment du maximum de temperature, cette source de 
lumiere observee avec les deux memes lames de verre paraissait com- 
pletement bleue; mais avec trois lames on avait une teinte pourpre 
d'une nuance assez exactement semblable a celle que donne un bee k 
gaz vu au Iravers de deux lames. Or, si Ton observe le Soleil lorsqu'il 
est haut sur I'horizon et par un temps pur, on n'obtient la teinte 
pourpre ni avec trois, ni avec quatre, ni meme avec six lames superpo- 
sees. II faut une grande epaisseur de verre de cobalt pour arriver a celle 
nuance sur les bords du Soleil, et une partie de I'efTet doit, sans au- 
cun doute, etre attribuee aux defauts d'homog^neite des verres que 
j'ai employes. La lumiere de la Lune donne le meme resultat, ce qui 
montre que I'intensite n'a pas d'influence * 
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